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PROLOGO

Las presentes notas se basan en los apuntes que preparé en 2000 para el Curso de Fisica 4,

hacen pareja comermodindmica entroduccion a la Mecéanica Estadistic&l estudiante

deberia leer ambas pues son complementarias. Esta edicion ha sido ampliada considerablemente

respecto de la version primitiva. Usamos siempre las unidades gaussianas en el desarrollo de la

teoria. Sin embargo, al considerar ejemplos y al dar valores numéricos se emplean a veces

unidades précticas o que pertenecen a otros sistemas. Por lo tanto el lector debe tener el debidc

cuidado en el empleo de las férmulas.

Existe una extensa bibliografia que el estudiante puede consultar con provecho. Si bien todos los

temas del programa de Fisica 4 se tratan en estas notd®ynsdindmica éntroduccion a la

Mecéanica Estadisticase recomienda a los estudiantes que consulten y lean otros textos, para

familiarizarse con la literatura y dado que algunos temas se tratan en ellos con mayores detalles o

con enfoques diferentes. Asimismo, es fascinante conocer la historia de la Mecanica Cuéntica,

para apreciar como se fueron desarrollando los conceptos que se introducen en el Curso. El

alumno no debe desdefiar obras que se han escrito hace ya muchos afos, pues muchas de ell

son excelentes, y a veces mejores que otras mas recientes. Entre los innumerables libros que se

han escrito sobre la Mecénica Cuéantica puedo indicar los siguientes:

(a) de carécter introductorio:

1. R.Eisbergy R. Resnilisica CuanticaLimusa

L. R. Arglello,Fisica ModernaAnswer Just in Time.

J. C. Wilmott,Fisica ModernaLimusa.

R. EisbergFundamentos de Fisica Moderriamusa.

S. Borowitz,Fundamentals of Quantum Memics, Benjamin.

R. H. Dicke y J. P. Wittkdntroduction to Quantum Méanics, Addison-Wesley.

R. P. Feynman, R. B. Leighton y M. Sand@ise Feynman Lectures on Physics, Vol 3,

Quantum Mechani¢Addison-Wesley.

8. F. Mandl,Quantum Mechani¢Butterworths.

9. D. Park,Introduction to Quantum Theagrivic Graw-Hill.

10. S. GasiorowiczQuantum Physic3Viley.

(b) méas avanzados:

11. G. Baym,Lectures in Quantum Mechanjd&enjamin.

12. D. Bohm,Quantum TheoryPrentice-Hall.

13. A. S. DavydovQuantum Mechani¢Addison-Wesley.

14. P. A. M. Dirac,The Principles of Quantum Mechani€xford.

15. L. D. Landau y E. M. LifschitzQuantum Mechanic@Nonrelativistic Theory), Addison-
Wesley.

16. A. MessiahQuantum Mechani¢cViley.

17. E. MerzbacherQuantum Mechani¢¥iley.

18. L. I. Schiff, Quantum Mechani¢dMc. Graw-Hill.

(c) de carécter histérico, excelentes aunque requieren un buen conocimiento de la Mecéanica

Cuéantica para ser apreciados en todo su valor:

19.A. Pais, ‘Subtle is the Lord..”, Oxford.

20. A. Pais,Inward boung Oxford.
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21.A. Pais,Niels Bohr’s timesOxford.

También puede resultar provechoso consultar las diferentes voces Ertyldopaedia
Britannica dado que han sido escritas por distinguidos especialistas, asi como realizar
basquedas en la Web.

Pido disculpas por las erratas que pueden haber quedado en en estas notas pese a la revision
agradeceré que se me ponga al corriente de las que fueran detectadas.

Julio Gratton

Buenos Aires, enero de 2003.
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1. Introduccion

1. INTRODUCCION

La Mecéanica Cuantica se ocupa del comportamiento de la materia y la radiacién en las escalas
atodmica y subatémica. De esta forma procura describir y explicar las propiedades de las molé-
culas, los atomos y sus constituyentes: electrones, protones, neutrones, y otras particulas mas
esotéricas como los quarks y los gluones. Esas propiedades incluyen las interacciones de las
particulas entre si y con la radiacion electromagnética.

El comportamiento de la materia y la radiacion en la escala atomica presenta aspectos peculia-
res; de acuerdo con ello las consecuencias de la Mecéanica Cuantica no siempre son intuitivas ni
faciles de entender. Sus conceptos chocan con las nociones que nos resultan familiares porque
derivan de las observaciones cotidianas de la naturaleza en la escala macroscopica. Sin embargo,
no hay razones en virtud de las cuales el comportamiento del mundo atémico y subatomico deba
seguir las mismas pautas que los objetos de nuestra experiencia diaria.

El desarrollo de las ideas basicas de la Mecanica Cuantica comenz6 a principios del siglo pa-
sado, como consecuencia de una serie de descubrimientos y observaciones que pusieron en evi-
dencia las graves dificultades de la Fisica Clasica para interpretar las propiedades del atomo y
sus partes constituyentes asi como las propiedades de la radiacion electromagnética y su interac-
cion con la materia. Esos descubrimientos revolucionaron las nociones hasta entonces sustenta-
das por los fisicos y plantearon una asombrosa cantidad de enigmas, cuya solucioén oblig6 a rea-
lizar un profundo replanteo de los fundamentos y conceptos basicos de la Fisica.

El estudio de la Mecénica Cudantica es importante por varias razones. En primer lugar porque
pone de manifiesto la metodologia esencial de la Fisica. En segundo lugar porque tuvo un éxito
formidable ya que permitié dar respuestas validas a casi todos los problemas en los cuales se la
ha aplicado. En tercer lugar porque es la herramienta tedrica basica para numerosas disciplinas
de gran importancia, como la Quimica Fisica, la Fisica Molecular, Atomica y Nuclear, la Fisica
de la Materia Condensada y la Fisica de Particulas.

Subsiste, sin embargo, una curiosa paradoja alrededor de la Mecéanica Cuantica. A pesar de su
notable éxito en todas las cuestiones de interés practico en las que se la ha aplicado, sus funda-
mentos contienen aspectos aun no aclarados en forma completamente satisfactoria. En particular,
cuestiones relacionadas con el proceso de medicion.

Una caracteristica esencial de la Mecanica Cuantica, que la diferencia de la Mecénica Clésica, es
que en general es imposible por razones de principio, efectuar una medicion sobre un sistema sin
perturbarlo. Pero los detalles de la naturaleza de esta perturbacion, y el punto exacto en que ella
ocurre son asuntos aun oscuros y controvertidos. Por estos motivos la Mecénica Cuantica atrajo
algunos de los mas brillantes cientificos del siglo XX, que han erigido con ella un majestuoso y
elegante edificio intelectual.

Este es un curso introductorio. Por lo tanto pondremos el énfasis sobre el desarrollo de los con-
ceptos basicos de la Mecanica Cuantica, sin entrar en los detalles de algunas técnicas de calculo
y formalismos, dado que estos temas se estudian en otros cursos.

En los Capitulos 2 a 4 de estas notas pasaremos revista a estos temas desde una perspectiva his-
torica, y mostraremos que el comportamiento de las particulas atomicas y de la radiacidén no se
puede describir adecuadamente mediante las nociones clasicas de particula y onda. Estos con-
ceptos, que derivan de la experiencia a nivel macroscopico, no son adecuados en la escala ato-
mica y por lo tanto deben ser abandonados y reemplazados por una nueva teoria, que es preci-
samente la Mecanica Cuantica. Por razones de espacio no entraremos en los detalles practicos y
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técnicos de los experimentos que contribuyeron a echar las bases de la Mecanica Cuantica y en
cambio sugerimos al lector que recurra a la bibliografia para satisfacer su natural curiosidad. Re-
comendamos enfaticamente que realice estas lecturas complementarias para adquirir una ade-
cuada cultura cientifica.

En el Capitulo 5 presentamos a la Teoria Cuantica Antigua, por su interés historico y porque
constituyo, a pesar de sus falencias, el primer intento exitoso en resolver algunos de los proble-
mas y paradojas surgidas del estudio del atomo.

En los Capitulos 6 y 7 introducimos las ideas fundamentales de la Mecanica Cuantica moderna,
y en los siguientes Capitulos desarrollamos el formalismo de la teoria y mostramos su aplicacion
por medio de algunos ejemplos.

Estas notas dejan de lado gran parte de las extensiones y aplicaciones de la Mecanica Cuantica.
En particular, no tratamos ni la Mecanica Cuantica Relativistica, ni las Teorias de Campos.
Tampoco incursionamos en las aplicaciones al nicleo atomico, a las particulas subnucleares y a
la materia condensada.
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2. NATURALEZA ATOMICA DE LA MATERIAY LA ELECTRICIDAD

La hipdtesis atémica

El concepto del atomo, en la forma que fuera aceptado por lo cientificos desde 1600 hasta 1900,
se baso en las ideas de filosofos griegos del siglo V AC. Fueron Leucippo de Mileto y su disci-
pulo Demdcrito de Abdera quienes originaron la filosofia atdmica, introduciendo la nocién de un
constituyente ultimo de la materia, que denominaron dtomo (es decir, indivisible en la lengua
griega). Democrito creia que los atomos eran uniformes, sélidos, duros, incompresibles e indes-
tructibles y que se movian en numero infinito por el espacio vacio; segun sus ideas, las diferen-
cias de forma y tamafo de los 4&tomos determinaban las propiedades de la materia. Estas espe-
culaciones fueron luego continuadas por Epicuro de Samos.

Si bien la teoria atdmica griega es significativa del punto de vista historico y filoséfico, carece
de valor cientifico, pues no se funda en observaciones de la naturaleza, ni en mediciones, prue-
bas y experimentos. Para los griegos, la ciencia constituia tan s6lo un aspecto de su sistema filo-
sofico, mediante el cual buscaban una teoria general que explicara el Universo. Con este fin ellos
usaban casi exclusivamente la matematica y el razonamiento, cuando hablaban de la Fisica. Fue
asi que Platon y Aristoteles atacaron la teoria atdmica sobre bases filosoficas y no cientificas. En
efecto, mientras Democrito creia que la materia no se podia mover en el espacio sin el vacio, y
que la luz consistia del rapido movimiento de particulas a través del vacio, Platon rechazaba la
idea que atributos como “bondad” o “belleza” fueran simplemente “manifestaciones mecanicas
de atomos materiales”. Del mismo modo, Aristoteles no aceptaba la existencia del vacio, pues no
podia concebir que los cuerpos cayeran con igual rapidez en un vacio. El punto de vista
Aristotélico prevaleci6 en la Europa medioeval, y la ciencia de los tedlogos Cristianos se bas6 en
la revelacion y la razén, motivo por el cual las ideas de Demdcrito fueron repudiadas por consi-
derarselas materialistas y ateas.

Evidencias de la naturaleza atomica de la materia

Con el Renacimiento dio comienzo la nueva ciencia experimental, y se pusieron en duda los
puntos de vista Aristotélicos hasta entonces dominantes. Tan pronto como Galileo expreso6 su
creencia de la existencia del vacio (en 1638), los cientificos comenzaron a estudiar las propieda-
des del aire y del vacio (parcial), para poner a prueba los méritos relativos de la ortodoxia
Aristotélica y de la teoria atomica. Asi fue que Robert Boyle en 1658 comenzo6 sus estudios sis-
tematicos sobre la elasticidad del aire que lo llevaron a establecer en 1662 la Ley que lleva su
nombre'. Como conclusion de sus experimentos, Boyle escribié que toda materia est4 consti-
tuida por particulas solidas de una unica clase, dispuestas en moléculas de modo de dar a los
materiales sus diferentes propiedades. Cuarenta afios después, en 1704, Isaac Newton, en su li-
bro Optiks, expuso su vision del atomo, semejante a las de Democrito y de Boyle. Fue asi como
las antiguas especulaciones acerca de una particula dura e indivisible fueron lentamente reem-
plazadas por una teoria cientifica basada en resultados experimentales y en deducciones mate-
maticas. Pero fueron necesarios mas de 2000 afios antes que los fisicos modernos comprendieran
que el atomo es divisible, y que no es ni duro, ni sélido, ni inmutable.

! Redescubierta en 1672 en forma independiente por el fisico francés Edme Mariotte.
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2. Naturaleza atomica de la materia y la electricidad

En el curso del siglo XIX se acumul6 gran parte de la evidencia de que la materia estd com-
puesta por atomos. Recapitulamos brevemente los hitos mas relevantes.

En primer lugar debemos citar algunas leyes de la quimica. Mencionamos en primer término la
Ley de las proporciones constantes, descubierta por Joseph Proust en 1794:

Ley de las proporciones constantes:
cuando se unen elementos quimicos para formar un determinado compuesto, las propor-
ciones en peso de los elementos que se combinan son siempre las mismas.

Dicha Ley fue extendida en 1808 por John Dalton, quien propuso la

Ley de las proporciones multiples:
cuando dos elementos se combinan de distintas formas para dar lugar a diferentes com-
puestos, los pesos de uno de los dos elementos que se combinan con un peso definido del
otro, guardan una relacion simple entre si.

La teoria atdmica permite explicar estas leyes. Toda cantidad macroscépica de algun elemento
quimico consta de gran nimero de dfomos de dicho elemento. Todos esos atomos tienen el
mismo peso (o masa), que es caracteristico del elemento. Cuando dos elementos se combinan
para formar un compuesto, los 4tomos de los elementos se combinan en una proporcion simple,
para dar lugar a una molécula del compuesto.

Por ejemplo, si se forma 6xido cuprico a partir de cobre y oxigeno, se encuentra siempre que
63.5 g de cobre se combinan con 16 g de oxigeno. A partir de los mismos elementos también se
puede formar 6xido cuproso, pero en este caso 63.5 g de cobre siempre se combinan con § g de
oxigeno. La hipotesis atdmica explica estos hechos diciendo que los pesos atomicos del cobre y
el oxigeno estan en la relacion 63.5:16, y que el 6xido cuprico es CuO mientras que el 6xido cu-
proso es CuyO. Gracias a esta hip6tesis tan simple se pudieron explicar cuantitativamente los
pesos de combinacion que se observaron en quimica.

Casi simultaneamente, Joseph-Louis Gay Lussac (1808) encontré que en el estado gaseoso, no
solo los pesos sino también los volumenes que participan en las reacciones quimicas siguen le-
yes sencillas, siempre y cuando los gases se comporten segun las leyes de los gases ideales:

Ley de Gay-Lussac:
en cada gas que se forma o se descompone, los volimenes de los gases componentes y
compuestos guardan relaciones simples entre si.

Si comparamos esta ley con las anteriores se llega a la conclusion que el volumen de un gas esta

relacionado con el numero de particulas del mismo, y como consecuencia de ello Amedeo
’ 2

Avogadro formulé en 18117 la Ley que lleva su nombre:

Ley de Avogadro:
volumenes iguales de distintos gases, en las mismas condiciones de temperatura y presion,
contienen el mismo numero de moléculas.

Esta ley implica que, a una misma temperatura y presion, una cantidad de gas cuyo peso es igual
al peso molecular’ ocupa siempre el mismo volumen especifico sin importar de que gas se trate.

% El trabajo de Avogadro fue ignorado durante casi 50 afios, y su Ley fue aceptada por la comunidad cientifica

recién en 1858.



2. Naturaleza atomica de la materia y la electricidad

A temperatura y presion normales, o sea 0 °C y 1 Atm, este volumen es de 22.4 litros. El nimero
de moléculas en un mol* se denomina miimero de Avogadro, y su valor es

N, = 6.023x10% (2.1)

El nimero de Avogadro se puede determinar de distintas maneras; la mas precisa se basa en me-
dir las distancias atémicas por difraccion de rayos X.

Pesos atémicos y la Tabla Periédica de los elementos

A medida que se descubrieron mas y mas elementos a lo largo del siglo XIX, los cientificos se
comenzaron a preguntar qué relacion existe entre las propiedades fisicas de los elementos y su
peso atomico. De esta forma, durante la década de 1860 se propusieron varios esquemas. En
1869, el quimico Dmitry Ivanovich Mendeleyev introdujo la Tabla Periddica, basada sobre los
pesos atomicos determinados a partir de la teoria de Avogadro de las moléculas diatémicas. En-
contr6d que si se ordenaban a los elementos segliin su peso atomico, se ponia en evidencia una
caracteristica periodicidad de sus propiedades. Los elementos que tienen propiedades quimicas
semejantes, o bien tienen pesos atomicos aproximadamente iguales (como ocurre con el grupo
Pt, Ir y Os), o bien tienen pesos atdmicos que aumentan de manera uniforme (como K, Rb y Cs).
Dejando de lado el Hidrogeno pues es anomalo, Mendeleyev ordend’ los 63 elementos entonces
conocidos en seis grupos, de acuerdo con su valencia. Al observar que las propiedades quimicas
cambian gradualmente a medida que aumenta el peso atdbmico, Mendeleyev predijo la existencia
de nuevos elementos en todos los casos en que habia un “hueco” en la secuencia de pesos atomi-
cos de elementos consecutivos dentro del ordenamiento propuesto. Por lo tanto su sistema, ade-
mas de ser una forma de clasificacion, sirvio también de herramienta para la investigacion. Al
mismo tiempo, la Tabla Periddica dejé planteados interrogantes muy importantes para cualquier
futura teoria del atomo: ;de donde proviene el patrén de los pesos atdmicos? ;cual es el origen
de la periodicidad de las propiedades quimicas de los elementos?

La Teoria Cinética

La hipdtesis atomica se fortaleciéo atin mas debido al éxito de la Teoria Cinética, la cual trata los
gases como compuestos por un nimero muy grande de moléculas que se desplazan en el vacio
con velocidades distribuidas al azar, cuya magnitud promedio se relaciona con la temperatura.
De esta forma se pueden calcular las propiededes mecanicas y térmicas de los gases (ecuacion de
estado, viscosidad, conductividad térmica, etc.) en términos de la masa, el tamafo y la velocidad
de las moléculas. El primero en desarrollar esta teoria fue Daniel Bernoulli (1738), quien la em-
pled para deducir la Ley de Boyle, basado en la idea que la presion se debe al choque de las
moléculas del gas con las paredes del recipiente que lo contiene. Sin embargo su trabajo fue re-
chazado por mas de un siglo®. La teoria fue vuelta a formular en forma independiente por John

3 Expresado (por ¢j.) en g.

* Un mol es la cantidad de sustancia cuyo peso es igual al peso molecular expresado en g.

° El ntimero de orden de cada elemento dentro de la Tabla Periédica se denomina hoy niimero atoémico, y como
veremos en el Capitulo 3, es igual al nimero de electrones que posee el a&tomo.

% Fundamentalmente porque se daba mas crédito a las ideas de Newton, seglin las cuales la presion se originaba

debido a una supuesta repulsion entre las moléculas. Incluso los genios se equivocan!
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2. Naturaleza atomica de la materia y la electricidad

Herapath (1820) y por John James Waterston (1845) quien fue el primero en deducir la equi-
particioén de la energia. Sin embargo, estos trabajos corrieron la misma suerte que el de Bernoulli
y fueron ignorados’. Recién después de los trabajos de James Prescott Joule (1840), que desa-
creditaron la Teoria del Calorico al mostrar que el calor es una forma de energia, el camino
quedo despejado para la aceptacion de la Teoria Cinética. Fue asi que Rudolf Clausius desarrollo
en 1857 la matemadtica correspondiente, y luego James Clerk Maxwell y Ludwig Eduard
Boltzmann completaron su desarrollo alrededor de 1860.

En este contexto corresponde mencionar un fendmeno que constituye una de las comprobaciones
mas evidentes de la hipotesis atdmica. Si se suspende un objeto diminuto dentro de un gas,
también es bombardeado por las moléculas. Como el numero de las moléculas es finito, no se
establece un equilibrio exacto en cualquier instante y en consecuencia el objeto se mueve en
forma aleatoria. Un botanico, Robert Brown, fue el primero (1828) en observar este fendmeno
(que en su honor se denomina movimiento Browniano) al observar bajo el microscopio una sus-
pension de granos de polen en agua. Mucho tiempo después, en 1908, Jean Perrin us6 el movi-
miento Browniano para determinar el nimero de Avogadro, basado en la analogia entre las par-
ticulas suspendidas en el liquido y las moléculas en la atmésfera®. La teoria correspondiente ha-
bia sido publicada por Albert Einstein y Marian Ritter von Smoluchowski en 1905. Luego del
trabajo de Perrin ya nadie cuestiono la existencia de los atomos.

Tamanho de los atomos

Las primeras estimaciones modernas del tamafio de los atomos fueron realizadas por Joseph
Lotschmidt en 1865, y se basaron en los resultados de la Teoria Cinética. No las comentaremos
aqui. Sera suficiente decir que conociendo el numero de Avogadro, podemos calcular el tamafio
de los atomos de un so6lido (por ejemplo un metal) si suponemos que estan ubicados uno junto al
otro de modo que los 4tomos vecinos se tocan entre si. Si 4 es la masa atomica’ de la sustancia y
p su densidad, el radio » de un atomo esta dado por

1 1/3
it @2

Si se hace este calculo para varios elementos, desde el litio (A= 7) al plomo ( A= 207) se en-
cuentra que 7 varia entre 1.3x10°° cm y 1.55x10™® cm. De acuerdo con estas estimaciones todos
los 4tomos tienen un tamafio del orden de 10°° cm, es decir 1 A. Otros métodos, como la teoria
cinética, dan resultados semejantes. Se debe notar que no hemos definido con precision lo que
significa el “radio de un atomo”, y por lo tanto tenemos que tener cuidado con el uso de este
término; en particular no sabemos todavia como varia la interaccion entre dos atomos como fun-
cion de la distancia.

" En esos tiempos estaba en boga la Teoria del Calérico, motivo por el cual no se aceptaba la idea que el calor
estuviera relacionado con el movimiento de las moléculas.

¥ La variacion de la densidad del aire con la altura depende del balance entre la gravedad (que tiende a hacer
descender las moléculas) y la agitacion térmica (que tiende a expandir el aire). La relacion entre densidad y altura
para particulas Brownianas en suspension obedece a un balance semejante.

? La masa atomica 4 es la masa de Ny atomos. El valor numérico de 4, cuando se expresa en multiplos enteros de la

masa del &tomo de hidrogeno, se denomina numero de masa'y se indica con A.
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2. Naturaleza atomica de la materia y la electricidad

La atomicidad de la carga eléctrica

Los experimentos sobre la electrélisis realizados por Michael Faraday a partir de 1832 demostra-
ron que la cantidad de sustancia liberada en un electrodo de una cuba electrolitica por el paso de
una carga eléctrica Q es proporcional a la masa equivalente de la sustancia (la masa atémica di-
vidida por la valencia). La constante de proporcionalidad F se denomina Faraday, y se tiene:

M= (2.3)

donde M es la masa liberada de la sustancia, Q es la carga transferida y v es la valencia. El valor
de un Faraday es

F = 96500 C/mol equivalente (2.4)

El hecho que la masa liberada es estrictamente proporcional a la carga total transferida sugiere
que la carga es transportada por los iones mismos. La hipdtesis mas simple es que cada ion lleva
una carga gv, es decir, un multiplo de una carga elemental q. Entonces la carga necesaria para
liberar un mol es Nogv y por lo tanto, puesto que para un mol M = 4, tendremos que

q=F/Ny=48x10"1%ues =160x101°C (2.5)

Si combinamos la hipdtesis atdmica con los resultados de la electrolisis se concluye que cada ion
esta asociado con una carga determinada gv, que es un multiplo de la carga elemental ¢. Por lo
tanto la carga eléctrica tiene también una naturaleza atomica y en el electrolito cada ion lleva un
numero de “a4tomos de carga” igual a su valencia.

Los rayos catodicos

A temperatura y presion normales los gases no conducen la electricidad, hasta que la intensidad
del campo eléctrico es tal que se produce una chispa. Sin embargo, si se tiene un par de electro-
dos en un recipiente cerrado y se reduce la presion a menos de 10 mm Hg, al aplicar algunos kV
entre los electrodos se observa una descarga brillante, con colores y patrones llamativos. Si se
reduce atin mas la presion, la region oscura que esta delante del catodo se extiende paulatina-
mente hasta que a una presiéon de unos 10~ mm Hg llena todo el recipiente. No obstante, sigue
pasando corriente eléctrica. Si se hace un orificio en el anodo, se observa un resplandor verdoso
en la pared del tubo de vidrio detras del orificio. Los agentes que producen este resplandor via-
jan en linea recta desde el orificio del anodo, cosa que se puede verificar por la sombra que pro-
duce cualquier objeto que se interponga entre el anodo y la pared de vidrio. Si se coloca una
rueda de paletas en la trayectoria, comienza a girar, lo que muestra que los agentes llevan canti-

.. . . r 7. 1
dad de movimiento. Dichos agentes se denominaron rayos catédicos'’.

1% Los rayos catodicos fueron descubiertos por Julius Pliicker en 1858 e investigados por William Crookes en 1879,
quien encontrd que se desvian en un campo magnético, y que la direccion de la desviacion sugiere que se trata de
particulas de carga negativa. Sin embargo la verdadera naturaleza de los rayos catddicos fue tema de controversia.
Una prueba crucial consistio en estudiar el efecto sobre los mismos de un campo eléctrico. En 1892 Heinrich Hertz
llevd a cabo un experimento que tuvo resultados negativos. J. J. Thomson considerd que ello se debia a que el vacio

no habia sido suficientemente bueno en el experimento de Hertz, y decidid repetirlo con un vacio mejor.
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2. Naturaleza atomica de la materia y la electricidad

El electron

Joseph John Thomson realiz6 varios experimentos en 1896-7 sobre un haz fino de rayos catodi-
cos producido colimando los rayos que salen del orificio del anodo. Comprob6 que todos son
desviados por igual por un campo eléctrico transversal a su trayectoria, y por el sentido de la
desviacion dedujo que todos tienen la misma carga negativa que indicamos con —e, de modo que
se trata de algun tipo de particula. Estudiando la desviacién concluy6 que, si estas particulas tie-
nen una masa m, resulta

2
mvT = cte. (2.6)

Aplicando un campo magnético al haz de rayos catddicos observo una desviacion, a partir de la

cual determind la relacion carga/masa de las particulas. El valor actualizado de esa relacion es:

% — (1.7598 + 0.0004) x 108 C/g (2.7)

Los experimentos de electrolisis permiten también calcular una relacion carga/masa. Si conside-
ramos esta relacion para el elemento mas liviano, o sea el hidrégeno, resulta

% =9.57x10%*Clg (2.8)

Si comparamos la relacioén carga/masa (2.7) con la (2.8) obtenemos

(e/m)
(Q/ M)

=1.84x103 (2.9)

Por lo tanto, o las particulas de los rayos catddicos son mucho mas livianas que el atomo de hi-
drogeno, o bien llevan una carga casi dos mil veces mayor a la del ion hidrogeno. Esta ultima
hipotesis parece tan poco logica que Thomson propuso que tanto las particulas de los rayos
catodicos como el ion de hidrogeno llevan cargas de igual valor absoluto y que las particulas de
los rayos catddicos, que denomind electrones, son mucho mas livianas que los atomos.

El experimento de Millikan y la cuantificacion de la carga

En realidad hasta ahora s6lo podemos afirmar que la carga promedio en la electrdlisis esta cuan-
tificada, pues si bien supusimos que cada atomo lleva una carga gv, en realidad solo es necesario
suponer que la carga promedio vale gv. Del mismo modo, los experimentos de Thomson se po-
drian explicar suponiendo que dentro de los dtomos hay algiin material especial con carga ne-
gativa y con una relacion carga/masa sumamente elevada, y que en las descargas eléctricas algu-
nos fragmentos de ese material son emitidos por los a&tomos del gas o por el catodo. Todavia no
hemos presentado pruebas concluyentes de que ese material especial sélo puede existir en canti-
dades discretas, a parte las deducciones que se pueden hacer a partir de la electrélisis.

Las pruebas cruciales fueron aportadas por Robert A. Millikan, quien en 1909 estudio la caida en
el aire por efecto de la gravedad de minusculas gotas cargadas eléctricamente. Mediante un par
de electrodos podia introducir un campo eléctrico vertical y asi estudié el movimiento de las
gotas, con y sin el campo eléctrico. No vamos a reproducir aqui las féormulas (ver J. C. Wilmott,
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Fisica Atoémica), pero se puede mostrar que de esta forma se puede calcular la carga de las gotas
individuales. Lo que encontré Millikan es que dichas cargas son siempre multiplos enteros de la
carga mas pequeia que puede llevar una gota. De este modo qued6 demostrado que la carga esta
cuantificada. El valor del cuanto de carga es

e=4.80273x101% u.es. =1.603x101° C (2.10)

valor que coincide con el que se deduce de la electrolisis (ec. (2.5)). Combinando este valor con
la relacion carga/masa (2.7) podemos obtener la masa del electron:

m, = (9.108 = 0.012) x 1028 g (2.11)

Recogiendo los resultados que hemos presentado hasta aqui, podemos concluir que a comienzos
del siglo XX habia quedado demostrada la naturaleza atomica de la materia. Sin embargo, en
contradiccion con las ideas primitivas acerca del atomo, éste resultaba ser un objeto compuesto,
y uno de sus componentes, el electron, habia sido identificado.
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3. ESTRUCTURA ATOMICA

Cargas atomicas positivas

De acuerdo con los resultados resenados en el Capitulo 2 sabemos que la materia estd formada
por atomos cuyo radio es de unos 10 cm. Estos 4tomos estan constituidos, al menos en parte,
por electrones. Puesto que son eléctricamente neutros es obvio que la carga debida a los electro-
nes que contienen debe estar equilibrada por una carga positiva igual.

Ademas de los rayos catddicos, en los experimentos con tubos de descarga se observaron parti-
culas con carga positiva que emanan del 4nodo, que fueron denominadas rayos positivos'. En
1898 Wilhelm Wien investigd estos rayos y encontro que tienen una relacion masa/carga mas de
1000 veces mayor que la de los electrones. Puesto que esta relacion es comparable con la rela-
cion masa/(carga del electron) de los atomos residuales del tubo de descarga, se sospechd que
los rayos positivos son iones (atomos cargados positivamente porque les faltan uno o mas elec-
trones) provenientes del gas presente en el tubo. En 1913 Thomson refind el dispositivo de Wien
para separar los diferentes iones y medir sus relaciones masa/carga. Asi determind la presencia
de iones de varios estados de carga (es decir, &tomos que han perdido uno, dos, tres, ..., etc.
electrones), que aparecian como diferentes trazas en una placa fotografica. Al realizar sus expe-
rimentos con nedn, observo que los haces de iones del mismo estado de carga producian dos tra-
zas en vez de una. Los quimicos habian atribuido al Ne un numero de masa de 20.2, pero las tra-
zas observadas por Thomson sugerian nimeros atomicos de 20.0 (la traza mas intensa) y 22.0 (la
mas débil). Concluyo6 entonces que el Ne consiste de una mezcla de dos variedades, que deno-
miné isétopos*: la mas abundante, *°Ne (con numero de masa 20.0) y la mas escasa “*Ne (de
namero de masa 22.0). Mas tarde se descubrid un tercer isotopo, el *'Ne, que también esta pre-
sente en cantidades diminutas®. Estos resultados demostraron que la hipotesis de Dalton, que
todos los atomos de un dado elemento tienen la misma masa, esta en error. La técnica de
Thomson fue perfeccionada por Francis W. Aston, quien desarroll6 el espectrografo de masa en
1919 y lo utiliz6 para analizar cerca de 50 elementos en los afios siguientes, lo que le permitio
descubrir que la mayoria tienen is6topos.

En conclusion, no hay ninguna evidencia de que en el atomo exista una particula positiva equi-
valente al electron. Por lo tanto la carga positiva esta de alguna manera (no trivial) asociada con
la masa del atomo.

La dispersion de rayos X y la cantidad de electrones de cada atomo

Las pruebas que los atomos de una dada especie contienen un nimero definido de electrones
provienen de los experimentos sobre dispersion de rayos X.

' A veces también llamados rayos canales. Fueron descubiertos por Eugen Goldstein en 1886.

? El término isotopo proviene del griego y significa “igual lugar”. Se refiere al hecho que las variedades del mismo
elemento ocupan igual lugar en la Tabla Periddica, pues tienen (casi exactamente) las mismas propiedades quimi-
cas. Ya en 1886 Crookes avanzod la idea que todos los atomos tienen pesos atdmicos enteros y que los elementos
cuyos numeros de masa tienen valores no enteros son en realidad mezclas. Asimismo, la existencia de isétopos fue
sospechada por Frederick Soddy en 1910, al estudiar los productos del decaimiento radioactivo del torio.

* Hoy sabemos que de cada 1000 atomos de Ne, 909 son de *’Ne, 88 son **Ne y 3 son *'Ne.
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Los rayos X fueron descubiertos por Wilhelm Conrad Roentgen en 1895, al realizar experimen-
tos de descargas en gases. Cuando la diferencia de potencial entre el catodo y el anodo es de al-
gunos kV, al ser bombardeado por los electrones, el anodo emite una radiacion penetrante que se
denomino6 radiacién X. En poco tiempo se pudo mostrar que los rayos X son radiacion electro-
magnética de longitud de onda muy corta, debido a que

* Los rayos X se producen cuando electrones energéticos impactan sobre un objeto sé-
lido. En estas circunstancias los electrones sufren una violenta desaceleracipn, y de
acuerdo con la teoria electromagnética un electron acelerado o desacelerado emite
radiacion.

* Hagay Wind encontraron en 1899 que los rayos X se difractan al pasar por una ren-
dija muy fina, lo que muestra que son un fenbmeno ondulatorio. El tamafiq de la
figura de difraccion indica que la longitud de onda es del ordentlem0

®* En 1906 Charles Glover Barkla mostr6 que los rayos X se pueden polarizar, lo|jque in-
dica que son ondas transversales.

* En 1912 Max von Laue desarrollo una técnica para medir la longitud de ondal de los
rayos X, basada en la difraccién por una red cristalina.

Cuando la radiacion electromagnética incide sobre una particula cargada, ésta oscila por efecto
del campo eléctrico de la onda, y al ser acelerada emite radiacion. La intensidad total de la radia-
cion emitida por una carga acelerada estd dada por la formula

R=-— (3.1)

donde e es la carga, a es la aceleracion, ¢ la velocidad de la luz y estamos usando unidades
Gaussianas. Aqui lo que nos interesa es que la energia emitida es proporcional al cuadrado de la
aceleracion. En un campo eléctrico E, la aceleracion de una carga es eéE/m, de modo que la
cantidad de energia dispersada por la carga es proporcional a €*/m?. Puesto que la masa de los
electrones es mucho menor que la de los demas constituyentes del atomo, es obvio que la disper-
sion de los rayos X por los 4&tomos se debe esencialmente a los electrones.

Es posible entonces usar la dispersion de rayos X para estimar el numero de electrones de un
atomo, siempre y cuando la longitud de onda de los rayos X que se emplean sea menor que la
distancia entre los electrones, pues en este caso las oscilaciones de los diferentes electrones casi
nunca estaran en fase (suponemos que las distancias que separan a los electrones no siguen un
patron regular). En este caso las radiaciones emitidas por los diferentes electrones son incohe-
rentes y podemos sumar sus intensidades. La intensidad total de la radiacion dispersada es en-
tonces proporcional al numero de electrones. Hay un segundo requisito que se debe cumplir, esto
es, que la frecuencia de los rayos X sea mucho mayor que cualquiera de las frecuencias naturales
de oscilacion de los electrones dentro del atomo, de modo que podamos tratar los electrones
como si fueran libres. Esto, en la practica, significa que la longitud de onda de los rayos X debe
ser bastante menor que 10°° cm. Con estas hipotesis (omitimos los detalles del calculo®) J. J.
Thomson mostré que la intensidad total de la radiacion difundida por un electrén bajo la influen-
cia de una onda electromagnética de intensidad / es

* Ver por ejemplo W. Panofsky y M. Phillips, Classical Electricity and Magnetism, Addison-Wesley.
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2

R=o¢lJdls , o7 = %(%} = 6.66x 102° cn? (3.2)

donde o7 se denomina seccion eficaz de Thomson del electron. La (3.2) también se puede es-
cribir en términos del radio clasico del electron:
e?

fh = —— = 2.817938x 1073 cm (3.3)
mcC

en la forma

8t

3
Si hay n electrones por unidad de volumen, la intensidad difundida por un trozo de materia de
seccion unidad y espesor dx sera

ndxo+| (3.5)

Esta es la energia perdida por el rayo, que por lo tanto sufre una variacion de intensidad dada por

dl = -notldx (3.6)

La (3.6) implica que la intensidad del haz se atenta exponencialmente al atravesar un espesor
del material, es decir:

| = Ige T (3.7)

Luego midiendo la atenuacion de los rayos X que atraviesan un determinado espesor de materia
se puede determinar » y de alli el nimero Z de electrones de cada atomo. Los resultados experi-
mentales muestran que Z es aproximadamente igual a la mitad del nimero de masa 4.

El modelo atémico de Thomson

Para avanzar mas fue necesario realizar otros experimentos, sugeridos por un modelo propuesto
por J. J. Thomson para explicar los datos conocidos, y que hacia nuevas predicciones aiin no
verificadas. De acuerdo con este modelo el 4tomo es una esfera de carga positiva de unos 10
cm de radio, con electrones en su interior como las pasas de uva dentro de un pan dulce.
Suponiendo que la carga positiva estd distribuida uniformemente, cabe esperar que también los
electrones estén distribuidos uniformemente, pues asi la carga neta en toda esfera con centro en
el centro del atomo es nula en promedio y la distribucion de cargas es estable. Este modelo esta
de acuerdo con todas las propiedades del atomo conocidas en su momento. Ademads, si se
perturban las posiciones de los electrones, €éstos oscilardn y por lo tanto emitiran radiacioén de
una determinada frecuencia. Luego se explica, al menos cualitativamente, la emision de luz por
los atomos (se puede ver, sin embargo, que muy dificilmente pueda haber un acuerdo
cuantitativo con el espectro de la radiacion emitida que se observa).

El experimento crucial para probar el modelo fue realizado por Ernest Rutherford y sus colabo-
radores en 1911 y consistio en el estudio de la dispersion de particulas o por atomos. Veremos

12
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que el modelo de Thomson predice que el nimero de particulas a dispersadas en angulos gran-
des es despreciable. Pero el experimento desmintid esta prediccion, y la explicacion de las ob-
servaciones llevo a Rutherford a proponer el modelo nuclear, segun el cual el atomo esta cons-
tituido por un pequefio nucleo central donde estd concentrada la carga positiva y casi toda la
masa, rodeado por electrones en movimiento, de forma que el conjunto es totalmente neutro.

Radioactividad

Entre 1896 y 1898 Antoine-Henri Becquerel, Pierre Curie y Maria Curie (Maria Sklodowska)
descubrieron que algunos elementos pesados como el uranio y el torio emiten espontineamente
radiaciones penetrantes, capaces de velar una placa fotografica. Haciendo pasar un haz colimado
de estas radiaciones a través de un campo magnético, se encontraron tres componentes que
fueron denominados radiacion a, fy y. Los rayos y no son desviados por el campo magnético, lo
que indica que no tienen carga eléctrica; en cambio, los rayos a y f se desvian, mostrando que
los primeros tienen carga positiva y los segundos, negativa. Estos experimentos se realizaron
bajo vacio. Introduciendo aire en el dispositivo, se observo que bastan pocos centimetros de aire
para detener la radiacion a, pero no las otras dos componentes. Interponiendo ldminas de
distintos espesores se encontrd que pocos mm de un material denso son suficientes para detener
la radiacion f; en cambio, la radiacion y sélo disminuye apreciablemente si se interpone un
bloque de plomo de varios cm de espesor. Actualmente sabemos que la radiacion f esta
compuesta por electrones de gran energia’, y que los rayos y son radiacion electromagnética de
longitud de onda extremadamente corta. La naturaleza de las particulas o fue descubierta por
Rutherford, quien encontré que se trata de atomos de Helio doblemente ionizados®.

Al estudiar la radioactividad del torio, Rutherford y Frederick Soddy descubrieron en 1902 que
la radioactividad est4 asociada con profundos cambios dentro del atomo, que lo transforman en
un elemento distinto. Encontraron que el torio produce continuamente una sustancia quimica-
mente diferente, que es intensamente radioactiva. Si el elemento asi producido se separa del to-
rio, desaparece con el correr del tiempo, dado que a su vez se transmuta en otro elemento.
Observando este proceso, Rutherford y Soddy formularon la ley del decaimiento exponencial,
que establece que en cada unidad de tiempo, decae una fraccion fija del elemento radioactivo.

El descubrimiento de la radioactividad y la transmutacién de los elementos obligd a los cien-
tificos a modificar radicalmente sus ideas sobre la estructura atdmica, pues demostrd que e/
datomo no es ni indivisible ni inmutable. En vez de ser simplemente un receptaculo inerte que
contiene electrones, se vio que el atomo puede cambiar de forma y emitir cantidades prodigiosas
de energia. Ademas, las radiaciones mismas sirvieron de instrumento para investigar el interior
del atomo.

La dispersion de particulas  a por los atomos y el fracaso del modelo de Thomson

Si se hace incidir un haz colimado de particulas a sobre una hoja delgada (por ej. una lamina de
oro de 107" cm de espesor) se observa que casi todas la atraviesan con una leve pérdida de ener-
gia, y que la mayoria son desviadas menos de 1° desde su direccion original. Sin embargo, una
pequeiia fraccion sufre desviaciones mayores y alrededor de una en cada 10* se desvia en 90° o

3 No siempre los rayos f8 llevan carga negativa; algunas sustancias radioactivas emiten positrones, de modo que en
ese caso los rayos f3 llevan carga positiva.

% Se recomienda al alumno leer en la bibliografia citada la descripcion de estos experimentos.
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mas. Estos fueron los resultados de los experimentos realizados por Rutherford y sus colabora-
dores Hans Geiger y Ernest Marsden en 1911. Vamos a ver ahora el significado de dicho resul-
tado.

Al atravesar la lamina, las particulas a de hecho atraviesan los 4tomos. En su trayectoria son
desviadas por los campos eléctricos debidos a las cargas internas de los atomos. Corresponde
aclarar que en este caso el efecto de los electrones es despreciable, debido a su masa muy pe-
quefia (aproximadamente 10™* veces la masa de las particulas ): es facil estimar que el orden de
magnitud del angulo de maxima desviacion en una colision entre una particula a y un electron
atomico es de apenas 10" radianes. En consecuencia se pueden ignorar las colisiones con los
electrones y basta considerar los efectos de las cargas atomicas positivas.

De acuerdo con el modelo de Thomson, los atomos constan de cargas positivas esféricas de unos
10 ¢cm de radio, con los electrones distribuidos en su interior. Estas esferas estan densamente
empaquetadas en la lamina, por lo tanto si ésta tiene 10" cm de espesor, la particula « atravesara
aproximadamente 10" atomos. Se trata entonces de un problema de dispersion multiple, y la des-
viacion final de la particula o es la suma de las desviaciones producidas por cada atomo que
atravesd. Estas desviaciones tienen sentidos distribuidos al azar, de modo que podemos estimar
la probabilidad de que ocurra una determinada desviacion final si conocemos la desviacion pro-
medio debida a cada atomo. Se trata de un problema analogo al del “paseo al azar” y para nues-
tro proposito es suficiente una estimacion grosera de las magnitudes de interés.

Consideremos el choque de una particula o cuya carga es ze (Z=2) y cuya cantidad de movi-
miento es P = MV con una esfera de carga positiva Ze y radio R. Suponiendo que el angulo ¢ de
desviacion es pequefio, podemos escribir

e L (3.8)

Podemos estimar la fuerza F como zZe?/R? y el tiempo que dura la colision como At =~ R/v.
Obtenemos entonces

Ze?
¢ ~ER (3.9)

donde E es la energia cinética de la particula a. Sustituyendo en (3.9) los valores tipicos en estos
experimentos (Z = 80, e~ 4.8x101% ues., R=10"19my E~5MeV) se obtiene

¢ ~2x107* radianes (3.10)
Combinando un nimero muy grande n de estas colisiones, y suponiendo que las desviaciones de

las mismas estan distribuidas al azar, se obtiene la siguiente expresion para la probabilidad
P(®)d® de que la desviacion total esté comprendida entre @y @ + dd:

¢2
P(®)dd = nTlﬁe 209° pip (3.11)

El valor medio cuadratico del angulo de desviacion total es
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__sz=¢¢ﬁ (3.12)

@m=@2

Los resultados experimentales de Rutherford y sus colaboradores mostraron que entre 0° y 3° la
(3.11) describe correctamente la dispersion de las particulas «, con un valor de @, =1, lo que
implica una desviacion promedio por atomo de 0.0~ 1.5x10™* radianes. De modo que en la
region de desviaciones pequeias, la concordancia con la prediccion del modelo es excelente.
Pero se presenta una grave discrepancia para las desviaciones grandes, pues el experimento
muestra que alrededor de 1 de cada 10* particulas se desvia en 90° 0 mas. En cambio, la (3.11)
predice, por ejemplo, que la probabilidad que la desviacion sea mayor que 10° es de 2x107>%. En
consecuencia, el modelo de Thomson no describe correctamente las desviaciones en dngulos
grandes.

El problema no tiene arreglo posible. Si, por ejemplo, disminuimos el radio R de la carga posi-
tiva para asi aumentar ¢, (pues ¢ o 1/ R), al disminuir el tamafio de los atomos disminuye el nt-
mero n de colisiones (pues N « Rz) y en consecuencia @, se mantiene constante, independien-
temente de R. La conclusion es que la dispersion multiple nunca puede producir las desviaciones
a grandes angulos que se observan.

Claramente, la condicion @, = cte. vale solo para radios tales que n>> 1. Para radios muy pe-
quenos puede haber una sola colision, y entonces el angulo de desviacion es el que corresponde
a un unico evento. La ec. (3.9) sugiere que esto podria ocurrir para R= 10712
parte fodos los métodos para medir radios atémicos indican R~10"8 cm.

cm. Pero por otra

Esta claro entonces que el modelo de Thomson se debe descartar.

El modelo de Rutherford y el nucleo atomico

De resultas de la evidencia que acabamos de comentar, Rutherford propuso en 1911 que el
atomo tiene un nicleo central diminuto donde reside toda la carga positiva y la mayor parte de la
masa, y que los electrones giran alrededor de él’. Veremos ahora que este modelo esta de
acuerdo con los resultados de los experimentos de dispersion de particulas o, pero para eso pri-
mero tenemos que formular una teoria diferente para dicha dispersion.

La férmula de dispersion de Rutherford

En este caso, al analizar la dispersion de particulas a, el nticleo central se puede considerar como

una carga puntual. A partir de este modelo se puede obtener una formula para la dispersion de

particulas o que concuerda muy bien con los resultados experimentales.

Las hipotesis basicas que permiten deducir dicha férmula son:

® La dispersion se debe a la interaccion entre la particula o y el ntcleo, y so6lo es significativa
si la trayectoria pasa cerca del ntcleo. Esto implica que los choques son raros y por lo tanto
el problema es de una unica colision.

* La fuerza entre la particula a y el nucleo sigue la ley de Coulomb hasta distancias muy pe-
quenas.

" Es interesante recordar que el fisico japonés Hantaro Nagaoka habia propuesto en 1904 un modelo atémico
planetario semejante al de Rutherford, pero no fue tomado en cuenta por sus contemporaneos debido al problema de
estabilidad que se presenta con esa clase de modelos. En efecto, el electromagnetismo predice que una carga

acelerada irradia; por lo tanto un electrén que gira alrededor de un nucleo deberia perder energia y caer sobre él.
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® Se puede ignorar el efecto de los electrones.

Nosotros para simplificar la discusion vamos a suponer ademas que el ntcleo esta fijo en el refe-
rencial del laboratorio y por brevedad citaremos los resultados sin dar la demostracion, ya que la
misma se puede encontrar desarrollada en la bibliografia citada y en la mayoria de los textos de
Mecanica. Suponemos que la lamina tiene una espesor d, y que hay »n atomos por unidad de vo-
lumen. La geometria de la colision se indica en la Fig. 3.1. El nticleo esté fijo en el origen y la
particula o se aproxima desde la derecha con velocidad inicial v. Si no hubiera desviacion, la
particula pasaria a una distancia p del nucleo. La distancia p se denomina parametro de impacto.
Después de la dispersion la particula se ha desviado en un angulo ¢ y tiene la velocidad final v;.
Dado que el ntcleo se supone inmdvil, tendremos que |V |=|Vs |=V, y como se conserva el mo-
mento angular, es sencillo verificar que

cot(¢/2) = % (3.13)

donde E = mv?/2 es la energia de
la particula incidente. Como en un
choque frontal la maxima distan-
cia de acercamiento es

- y74=4
. ¢[\\:ﬁ\q2_\|_d¢ i p | p+dp a=? (3.14)

podemos escribir la (3.13) como

cot(p/2)=2pl/a (3.15)

A partir de estos resultados es facil
mostrar que la probabilidad por
Fig. 3.1. Dispersién de una particula o por un nicleo. unidad de angulo sélido de que
una particula o de energia E sea
dispersada en un angulo ¢ es:

dP(¢) nd(zze?\” nda?
16

4 _haa” 4
o 16| E ) cscH(9/2) = cscH(9/2) (3.16)

donde dQ = 27sengd¢. La (3.16) es la famosa formula de dispersion de Rutherford. Se puede
observar que el namero de particula dispersadas es proporcional a Z>, de modo que el estudio de
la dispersion de particulas o permite determinar Z, un dato que no se conocia bien en su tiempo,
pues solo se sabia que Z = A/ 2 gracias a los resultados de la dispersion de rayos X.

Las predicciones de la (3.16) fueron verificadas en 1913 por Geiger y Marsden y confirmaron de
modo sorprendente dicha formula, y asi convalidaron el modelo atomico de Rutherford. Co-
rresponde también mencionar que la (3.16) vale también en el marco de la Mecanica Cuantica.

Dispersion hacia adelante

Para analizar la aplicacion de la formula de Rutherford a los experimentos de dispersion de par-
ticulas a es preciso aclarar primero algunas cuestiones. Se puede ver de la (3.16) que cuando ¢

16
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es muy pequeio, dP(¢)/dQ es mayor que la unidad, y tiende al infinito para ¢ — 0. Clara-
mente los experimentos indican que esto no ocurre. Pero debemos tener en cuenta que no tene-
mos derecho de extender la validez de la (3.16) a valores muy pequefios de ¢, porque en ese caso
no se cumplen nuestras hipotesis basicas: primero porque no se puede ignorar el efecto de los
electrones, segundo porque no es cierto que la desviacion total es el resultado de una tinica co-
lisién. El principal efecto de los electrones (ademas de ocasionar ellos mismos dispersiones
multiples) es el de “apantallar” la carga nuclear, de forma que una particula o que pasa lejos del
nucleo no experimenta foda la repulsion Coulombiana del mismo. Si bien por ahora no sabemos
coémo es la distribucion de carga debida a los electrones, lo que si sabemos es que a una distancia
del nucleo del orden del radio atomico R, el apantallamiento es completo y por lo tanto las parti-
culas a que inciden con parametros de impacto mayores que R no experimentan desviacion. Si el
numero de 4tomos por unidad de area del blanco es bajo, de manera que ndaR? <1, entonces la
probabilidad de dispersion es menor que la unidad. Esto es lo que ocurre, por ejemplo, con
blancos gaseosos de poco espesor (un blanco gaseoso de 1 cm de espesor a 10> mm Hg contiene
aproximadamente 4x10'* dtomos/cm?, luego ndzR? = 0.1). En cambio cuando ndzb? > 1 ocurre
dispersion multiple. En este caso, la probabilidad total de dispersion no es igual a la probabilidad
de dispersion por atomo multiplicada por el nimero de 4tomos en el blanco, pues una vez que
una particula o ha chocado una vez, los choques subsiguientes no aumentan la probabilidad de
dispersion sino que solamente modifican la desviacion, como ya se vio anteriormente. Por lo
tanto, para laminas metalicas, la distribucidén angular de las particulas o dispersadas varia con
continuidad desde la distribucion de Rutherford para angulos grandes hasta la distribucion de
dispersion multiple para angulos pequenos, de modo tal que la probabilidad total de dispersion
es siempre igual o menor que la unidad.

El tamafo del nucleo

La féormula de Rutherford (3.16) se obtuvo suponiendo que el nucleo y las particulas o son
cargas puntuales. Esta aproximacion vale siempre y cuando la distancia de maximo acerca-
miento sea mayor que el radio del nucleo. En consecuencia se puede decir que el radio del nu-
cleo debe ser seguramente menor que el valor mas pequefio del acercamiento maximo para el
cual la (3.16) da todavia el valor correcto del nimero de particulas o dispersadas.

En la dispersion de las particulas o emitidas por el radio (E = 5.3MeV) por un blanco de cobre
(para el cual Z =29, como se deduce a partir del numero de particulas dispersadas) se observo
que la ley (3.16) vale hasta 180°. En este caso de la (3.14) se deduce que

a=158x10"1? cm (3.17)

y por lo tanto se concluye que el radio del ntcleo del cobre es menor o igual que dicha cantidad.

Comentarios sobre el modelo de Rutherford

En conclusion, los experimentos de Rutherford demostraron que el &tomo contiene un nucleo de
~ . . . . _12 . ..

muy pequefias dimensiones (radio menor o igual a 10~ ~ cm), donde reside toda la carga positiva

y casi toda la masa del atomo. También mostraron que la carga positiva, medida en unidades de
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la carga electronica, es decir el nimero Z, es igual (dentro del error experimental) al nimero
atomico del elemento®.

Por todo ello Rutherford propuso un modelo en el que el 4&tomo esta formado por un nucleo con
una carga positiva igual a Ze, alrededor del cual giran Z electrones, de manera que su movi-
miento equilibra dindmicamente la atraccion Coulombiana que sobre ellos ejerce el nucleo. La
extension del movimiento electronico determina que el tamafio del atomo sea de aproximada-
mente 10° cm. Este concepto sugiere que las propiedades quimicas de un elemento estan deter-
minadas por el nimero de electrones de sus atomos (y no por la masa atbmica, como se pensaba
hasta entonces), y también sugiere que deben existir elementos para todos los valores posibles de
Z, hasta que Z se hace demasiado grande y el ntcleo se vuelve inestable pues probablemente ya
no puede mantener mas carga positiva en su interior.

Sin embargo, es evidente que el modelo todavia es incompleto y presenta serias fallas. En primer
lugar no se da todavia ninguna idea acerca de como los electrones determinan las propiedades
quimicas. En segundo lugar tampoco se explica porqué todos los &tomos de una misma especie
tienen aparentemente el mismo tamafio, y ademas, porqué los atomos de especies muy distintas
tienen casi exactamente el mismo tamafio. Comentaremos este asunto en la siguiente Seccion.
Por ultimo, el modelo enfrenta una objecion atin mas grave: al girar alrededor del nucleo, los
electrones sufren una aceleracion continua y por lo tanto deberian irradiar ondas electromagné-
ticas y perder energia, y en consecuencia caer en espiral hacia el nicleo. Veremos mas adelante
que la solucion de esta dificultad requiere abandonar la fisica clésica.

La constante que esta faltando

Consideremos el caso mas sencillo, el del &tomo de Hidrogeno, pues es suficiente para entender
la esencia de la dificultad de explicar los tamafios atdémicos. Supongamos que el electron gira
alrededor del nucleo en una orbita circular. La fuerza centripeta es la fuerza de Coulomb y por lo
tanto tendremos

2 22
me_E (3.18)
r r
que nos da la relacién
2
ne =S (3.19)
m

En esta ecuacidn r puede tener cualquier valor, pues la (3.19) s6lo nos dice que si escalamos r
por un factor k? es necesario escalar v por el factor k™X. Se puede verificar que la (3.19) equi-
vale a la Tercera Ley de Kepler.

El origen del problema reside en que las Ginicas constantes que intervienen en el modelo clasico
del atomo de Rutherford son la carga y la masa del electrén, y con ellas no podemos formar una
longitud caracteristica.

Existe una manera de combinar e y m con una constante universal clasica, de modo de formar
una longitud, y es usar la velocidad de la luz, c. Se construye asi la constante

¥ Es decir el namero por el cual se ordenan los elementos en la Tabla Periddica.
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iz _2.8x 103 cm (3.20)
mcC

e =

Esta longitud es el radio clasico del electron, que ya mencionamos en conexion con la disper-
sion Thomson, pero no tiene nada que ver con las dimensiones atomicas, ya que surge de
comparar el equivalente energético de la masa del electron con la energia del campo eléctrico del
mismo electron. Es obvio que la velocidad de la luz puede intervenir s6lo cuando se consideran
efectos relativisticos, y este no es el caso del atomo pues se ve de inmediato a partir de la (3.19)
que si r =107 cm resulta que v <<c.

Adelantandonos a lo que veremos mas adelante en detalle, es facil ver que el dilema se resuelve
si introducimos la constante de Planck h (h=6.63x1072’ erg s). Es posible entonces formar la
longitud

(h/2m)?
2

=0.529x10°8 cm (3.21)
me'

aOE

Esta longitud, que se denomina radio de Bohr, tiene efectivamente el orden de magnitud co-
rrecto. Esto sugiere que la constante de Planck desempefia algun papel con respecto del tamafio
de los atomos, aunque por el momento no sabemos cual, ni porqué.

En 1913 Niels Bohr reform6 el modelo de Rutherford del &tomo de hidrégeno, postulando que
solo estaban permitidas las orbitas circulares cuyo momento angular fuera un multiplo entero de
h =h/2m, es decir, aquellas orbitas que cumplen

mwr=ni , n=123... (3.22)

Sustituyendo (3.22) en (3.19) obtenemos

2.2
Nn<h 2

_ne 3.23
me? % (3.23)

Por lo tanto, de acuerdo con la condicion de Bohr (3.22), ag es el radio de la primera oOrbita per-
mitida (N =1) y representa efectivamente el radio del atomo de hidrégeno.

La hipotesis de Bohr se encuadra dentro de lo que hoy se denomina Teoria Cuantica Antigua,
que tuvo considerable éxito, pues permitié interpretar varias propiedades atomicas y también
resolver la paradoja de los calores especificos que resulta como consecuencia del Teorema de
Equiparticion. Sin embargo esta teoria presenta varios inconvenientes y finalmente fue
abandonada cuando se introdujo la Mecanica Cuantica moderna. En el Capitulo 5 la comentare-
mos mas en detalle. Pero primero conviene discutir algunas caracteristicas de la radiacion elec-
tromagnética y de sus interacciones con la materia, que fueron histéricamente las que llevaron a
introducir la constante de Planck y ademas mostraron que las propiedades de la radiacién no se
pueden explicar satisfactoriamente en términos del concepto clasico de onda.
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4. RADIACION , FOTONES Y LA CONSTANTE DE PLANCK

Introduccion

En el Capitulo 3 vimos que el modelo atomico de Rutherford esta de acuerdo con los resultados
de los experimentos de dispersion de particulas o, pero que no hay ningtin concepto de la fisica
clasica que permite explicar el tamafio de los atomos. Aparentemente hay una constante de la
naturaleza, que aun no sabemos como interviene en la teoria, que determina ésta y otras propie-
dades no clésicas de la materia y la radiacion. Cuando Rutherford formul6 su modelo ya se co-
nocia esa constante: se trata de la constante de accion de Planck, que fuera introducida por Max
Planck cuando present6 un articulo sobre la radiacién de cuerpo negro en la Sociedad Fisica
Alemana a fines de 1900. En este Capitulo presentaremos algunas evidencias de la naturaleza
universal de dicha constante, en lo referente a fendémenos en los que interviene la radiacion
electromagnética.

La teoria de Planck de la radiacion de cuerpo negro

Ya estudiamos varios aspectos de la radiacion de cuerpo negro' y por lo tanto no volveremos so-
bre ello, pero queremos recordar que al estudiar la Mecanica Estadistica mostramos que la canti-
dad de modos de radiacion electromagnética de frecuencia comprendida entre vy v + dv pre-
sentes en una cavidad de volumen V estd dada por

N(v)dv = %vzdv 4.1)

y que la aplicacion del teorema de equiparticion, segin el cual a cada modo de oscilacion del
campo electromagnético le corresponde en el equilibrio una energia media € = KT (k es la
constante de Boltzmann), lleva a la distribucion espectral de Rayleigh-Jeans®:

8rv2 _ i 8mv2kT

edv

u(v,T)dv = 3 3

dv (4.2)

donde u(v,T) es la densidad de energia (energia por unidad de volumen) en el intervalo de fre-
cuencia (v ,v+dv). La (4.2) contradice la experiencia y es a todas luces absurda pues al
integrarla sobre todas las frecuencias predice una densidad de energia divergente (la “catastrofe
ultravioleta™). En esa época se conocia la Ley de Wien, que se deduce a partir de argumentos
puramente termodindmicos, y que establece que

u(v,T)=cp3g(c,v/T) , ¢, ¢, =cte (4.3)

donde g es una funcioén desconocida. La (4.3) implica que el méximo de u(v,T) ocurre para una
frecuencia v, que es proporcional a la temperatura, esto es v,, ~T. Por otra parte las medi-

' Ver Termodindmica e introduccion a la Mecanica Estadistica, Capitulos 15 y 18.
* Deducida por Lord Rayleigh (John William Strutt) en 1900. En su trabajo, publicado en Nature en 1905, estimo
mal el nimero de modos, por un factor § en exceso, error que fue corregido ese mismo afio por James Jeans.
También corresponde mencionar que en 1905 Einstein obtuvo la férmula (4.2) en su articulo sobre el efecto

fotoeléctrico que se comenta mas adelante.
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ciones de u(v,T) que se conocian antes de 1900 cubrian solamente el rango de frecuencias altas,
mas alla del maximo de u(v,T). En base a esos datos Wien propuso en 1896 la formula empirica

u(v,T)= Avie®/T . AB=cte. (4.4)

que tiene la forma (4.3) y por lo tanto cumple la Ley de Wien, y con elecciones adecuadas de las
constantes permite un buen ajuste de las mediciones disponibles hasta ese momento.

En 1900 Otto Lummer y Ernst Pringsheim, y también Heinrich Rubens y Ferdinand Kurlbaum
llevaron a cabo mediciones muy precisas en un rango de frecuencias bajas que hasta entonces no
de habia estudiado y encontraron que la formula (4.4) estd en desacuerdo con los valores medi-
dos, segun los cuales para frecuencias muy bajas se tiene

u(v,T) ~veT (4.5)

Al conocer estos resultados’ Planck propuso una formula que interpolara entre (4.4) y (4.5).
Dicha féormula es la siguiente:
8wv2  hv

dv 4.6
3 N4 (4.6)

u(v,T)dv =

y es la célebre distribucion de Planck. Ajustando la (4.6) a la distribucion espectral observada,
Planck determiné el valor de % (denominada constante de Planck) como 6.55x107*" erg s, un
valor muy cercano al actual®, con el cual obtuvo un perfecto acuerdo con las mediciones. No
conforme con esto procurd comprender porqué la (4.6) concuerda tan bien con los resultados
experimentales y con ese fin tratd de darle una base tedrica. No discutiremos aqui los
argumentos de Planck, que se explican en detalle en el Capitulo 18 de Termodindamica e
Introduccion a la Mecanica Estadistica, s6lo diremos que llegé a la conclusion que la energia de
los osciladores materiales de la pared de la cavidad, que estan en equilibrio con la radiacion, se
forma a partir de un nimero finito de cuantos o parcelas de energia, cada uno de energia € = hv,
con lo cual introdujo la cuantificacién de la energia. Pero en realidad fue Einstein quien aclard’
el significado de la formula de Planck y de las hipotesis sobre la cuales se basa, al expresar que
la energia de los osciladores de Planck puede tomar sélo valores que son multiplos enteros del
cuanto hv, y que en la absorcion y emision de radiacion, la energia del oscilador cambia en
forma discontinua.

A continuacién vamos a mostrar como se debe modificar la teoria clasica para obtener el
resultado correcto (4.6). Recordemos el origen de la Ley de Equiparticion. Basicamente es una
consecuencia de la distribucién de Boltzmann, que en este caso expresa que la probabilidad
P(g)de que un modo de oscilacion tenga una energia entre €y € + de vale

—& /KT

P(e)de = , Z= fe‘g“‘Tds (4.7)
0

* El lector puede notar que (4.5) es el resultado de la teoria de Rayleigh-Jeans, que fue publicada recién en 1905,
después de los hechos que estamos relatando. Por lo tanto Planck no conocia el resultado clasico (4.2).
* El valor actual de / es 6.6260755x10 7 erg s.

> En su articulo de 1906 sobre la teoria del calor especifico de un solido.
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En términos de la distribucion de Boltzmann, € se expresa como

. ?8e—s/de8
€= fsP(s)ds =9 (4.8)
0

[ee]

e—g/de6
!

y al calcular las integrales en la (4.8) se obtiene precisamente & = KT .

La gran contribucién de Planck consistid en que advirtié que podia obtener el resultado que bus-
caba si trataba € como una variable discreta, en lugar de la variable continua que es en la Fisica
Clasica. A partir de esto Einstein llego6 a la conclusion que para llegar a la (4.6) era preciso su-
poner que la energia de cada modo de oscilacion del campo de radiacion toma soélo ciertos valo-
res discretos, multiplos enteros de hv, en lugar de cualquier valor. Supongamos entonces que
los valores permitidos de la energia son

e, =0, hv, 2hv, 3hv, ... (4.9)

Siendo asi las integrales en la (*4.7) se deben reemplazar por sumas:

3 nhvP(nhv) Err_lf/e‘”h” kT 3 ne=n« Q( =
g, = =0 = =0 = hy =0 = —hv—LIn Ee‘”a) (4.10)
S P(nhv) R, Tena da\
n=0 n=0kT n=0
donde a = hv/KT. Pero
gene o1 (4.11)
n=0 1-e“
y por lo tanto
_ df,/ 1 d _ hve~¢ hv
=-hv—1|In =hv—In(l-e %)= = 4,12
o Vda[ \mea)|" ™ g™ ) e T a1 (412)
Resulta entonces®
_ hv
N 71 (4.13)
e -1

Usando este valor de €, en la (4.2) en lugar de KT se obtiene la (4.6), con lo cual queda
aclarado el origen de dicha formula.

Recapitulando, no es preciso alterar la distribucion de Boltzmann, sino que hay que postular que
la energia de los osciladores de la radiacion misma puede tomar solamente los valores discretos
(4.9) y no cualquier valor, como predice la teoria clasica.

% Esta deduccion de la distribucion de Planck basada en suponer que la energia de cada modo de oscilaciéon del

campo de radiacion esta cuantificada fue dada por Debye en 1910.
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El postulado de Planck

La hipotesis de Planck se puede generalizar y enunciar como un postulado del modo siguiente:

Postulado de Planck:
cualquier ente fisico con un grado de libertad mecanico, cuya coordenada generalizada
realiza oscilaciones arménicas simples sélo puede poseer valores discretos de lal energia,
dados por

e=nhv , n=0,12... (4.24)

dondev es la frecuencia de la oscilacioh gs una constante universal.

Si la energia del ente obedece el postulado de Planck se dice que estd cuantificada, los niveles
de energia permitidos se llaman estados cudnticos y el nimero entero n se denomina numero
cuantico.

Se podria tal vez pensar que hay sistemas fisicos cuyo comportamiento no esta de acuerdo con el
postulado de Planck, por ejemplo sistemas macroscopicos como el péndulo. Pero es facil cons-
tatar que debido a la pequeniez de 4, en esos casos la diferencia de energia 4v entre los niveles es
insignificante: no se puede medir la energia de un sistema macroscopico con suficiente precision
como para verificar si el postulado de Planck se cumple o no. Las consecuencias del postulado
de Planck se ponen de manifiesto solamente cuando v es muy grande y/o € es tan pequefia que
Ae = hv es del mismo orden que &. Un caso es el que acabamos de estudiar: la radiacion de alta
frecuencia del cuerpo negro.

Cabe subrayar que Planck restringié la cuantificacién de la energia a las oscilaciones de los
electrones radiantes de la pared de la cavidad del cuerpo negro, pues pensaba que una vez
emitida, la energia electromagnética se esparcia por el espacio en forma de ondas. La extension
de la cuantificacion de la energia a la radiacion misma se debe a Einstein, quien (como veremos
al tratar el efecto fotoeléctrico) propuso que la energia radiante estd cuantificada en paquetes
concentrados que hoy llamamos fotones o cuantos de luz.

También debemos mencionar que el postulado de Planck resuelve el problema de los calores es-
pecificos de los so6lidos, cuya dependencia con la temperatura no se describe correctamente me-
diante la teoria clasica basada en la equiparticion de la energia. El problema es enteramente
analogo al de la radiacion de cuerpo negro y el lector lo puede encontrar tratado en el Capitulo
18 de Termodinamica e introduccion a la Mecanica Estadistica.

En lo que sigue examinaremos los procesos de interaccion entre la radiacion y la materia.
Consideraremos el efecto fotoeléctrico, el efecto Compton y la creacion de pares, que implican
la absorcion o dispersion de radiacion, y procesos de emision de radiacion como el bremss-
trahlung (o radiacion de frenamiento) y la aniquilacion de pares. En todos estos casos la eviden-
cia experimental indica que en sus interacciones con la materia la radiacién se comporta como
corpusculo, a diferencia de su naturaleza ondulatoria cuando se propaga.

El efecto fotoeléctrico

El efecto fotoeléctrico fue descubierto por Hertz en 1887, cuando observd que una descarga
eléctrica entre dos electrodos se produce mas facilmente si sobre uno de ellos incide luz ultra-
violeta. Poco después, los trabajos de Wilhelm Hallwachs (1888), J. J. Thomson (1899) y
Philipp L. A. Lenard (1900) demostraron que la luz ultravioleta facilita la descarga porque
provoca la emision de electrones desde la superficie del catodo y determinaron las caracteristicas
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4. Radiacion, fotones y la constante de Planck

de dicha emision, un fendmeno que se denomind efecto fotoeléctrico. La Fig. 4.1 muestra el
esquema de un experimento para estudiar el efecto fotoeléctrico

La Fig. 4.2 muestra la corriente fotoeléctrica como funcion de la diferencia de potencial entre
catodo y anodo. Se observa que para V suficientemente grande, i alcanza un valor limite, o de
saturacion, para el cual todos los electrones emitidos por el catodo son colectados por el anodo.
La corriente de saturacion es proporcional a la intensidad del haz de luz que incide sobre el ca-
todo. Si V' se hace negativo, la corriente no cae de inmediato a cero, lo que sugiere que los elec-
trones son emitidos con cierta energia cinética, de modo que algunos alcanzan el otro electrodo a
pesar que el campo eléctrico se opone a su movimiento. Sin embargo, para cierto valor negativo
Vy, llamado potencial de frenamiento, la corriente fotoeléctrica se anula.

luz ultravioleta

ventana de cuarzo
. )
cétodo anodo i
G J
i l -
V ~

V0—0+ V

Fig. 4.1. Experimento para estudiar €l efecto Fig. 4.2. Corriente vs. voltaje en el aparato
fotoeléctrico. El dispositivo esta bajo vacio. de lafig. 4.1. La curva b corresponde a luz
El voltaje V entre el catodo y el anodo se  cuyaintensidad es la mitad de lade lacurva
puede variar de formacontinua, y se midela  a.

corrientei.

La energia cinética maxima de los fotoelectro-

VO nes es entonces

Koax = Vo (4.15)

y es independiente de la intensidad de la luz.

El comportamiento del potencial de frena-

miento V como funcién de la frecuencia v de

7 la luz fue estudiado por Millikan en 1914 y se

Yo v obtuvo un grafico lineal como el de la Fig. 4.3.
Fig. 4.3. Potencial de frenamiento en funcién  Se observa una frecuencia de corte v bien de-
de la frecuencia de la luz. finida, que depende del material del catodo, por
debajo de la cual no hay efecto fotoeléctrico.
Hay tres aspectos fundamentales del efecto fotoeléctrico que no se pueden explicar en términos
de la teoria ondulatoria clasica de la luz:
® Segun la teoria ondulatoria, la intensidad del haz luminoso es proporcional al cuadrado de la
amplitud E del campo eléctrico oscilante de la onda. Como la fuerza sobre el electrén es eE,
la energia cinética de los fotoelectrones deberia aumentar con la intensidad del haz, pero el
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experimento muestra que K4 es independiente de la intensidad del haz; esto fue probado

sobre un rango de intensidades de 10’.

Segun la teoria ondulatoria el efecto fotoeléctrico deberia ocurrir para cualquier frecuencia,
con tal que el haz tenga suficiente intensidad como para suministrar la energia necesaria para
emitir los fotoelectrones. Pero el experimento muestra que para cada superficie hay una fre-
cuencia de corte, por debajo de la cual no hay efecto fotoeléctrico, sin que importe cuan
intenso sea el haz de luz.

Si la energia que adquiere el fotoelectron es absorbida de la onda, debe tenerse presente que
la seccion eficaz de absorcion para un electron en un metal dificilmente sea mucho mayor
gue la seccion transversal de un atomo. Por otra parte, en la teoria clasica, la energia lumi-
nosa esta uniformemente distribuida sobre el frente de onda. Por lo tanto, si la intensidad de
la luz es baja, cabria esperar que exista un tiempo de retraso facilmente medible, entre el
instante en que la luz comienza a incidir sobre el catodo y el momento en que es emitido el
fotoelectron, pues durante ese intervalo el electron ira absorbiendo la energia del haz hasta

acumular la que necesita para escaf@in embargo nunca se observo tal retraso.

Teoria cuantica de Einstein del efecto fotoeléctrico

En 1905 Einstein, influenciado por los trabajos de Lenard, puso en duda la teoria clasica de la
luz y varios afios antes de los experimentos de Millikan propuso que la energia luminosa esta
cuantificada en paquetes concentrados, a los que hoy llamamos fotones. El argumento de
Einstein se apoyaba en que los experimentos de interferencia y difraccion de la luz, sobre los
cuales se basa la teoria ondulatoria, se efectiian en situaciones en que el numero de fotones es
muy grande. Por lo tanto sus resultados representan el promedio de los comportamientos de los
fotones individuales, lo que explica porqué en esos experimentos no manifiestan los fotones.

Por cierto, los experimentos cldsicos de interferencia y difraccion muestran de manera definitiva
que los fotones no viajan desde donde son emitidos hasta donde son finalmente absorbidos del
mismo modo que lo haria una particula clasica: viajan como ondas, en el sentido que los calculos
basados en la propagacion de ondas explican correctamente los patrones de interferencia y de
difraccion, que dependen, como dijimos, del modo en que se desplazan en promedio los fotones.
Pero Einstein no se preocupd de la propagacion de la radiacion, sino de como es emitida y
absorbida. Penso que si la energia contenida en las ondas electromagnéticas de frecuencia v sélo
puede ser un multiplo entero de 4v, entonces en el proceso de emision se producen cuantos de
energia electromagnética, cada uno de los cuales lleva una energia 4v. Einstein supuso que esos
cuantos estan localizados inicialmente en una pequena region del espacio, y que se mantienen
localizados mientras se alejan de la fuente con la velocidad ¢. Supuso ademas que la energia de
cada paquete o foton esté relacionada con su frecuencia de acuerdo con la ecuacion

E=hv (4.16)

También supuso que en el efecto fotoeléctrico cada foton es completamente absorbido por un
electron.

7 Una sencilla estimacion muestra que si la energia necesaria para extraer un fotoelectron es de 2 eV y la seccion
eficaz de absorcion es igual al area transversal de un dtomo, con una fuente luminosa de 1 W a 1 m de distancia se

precisarian 200 s para que el electron adquiera la energia necesaria para escapar.
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Cuando un electrén es emitido por el fotocatodo, su energia cinética es entonces

K=hv-w (4.17)

donde /v es la energia del foton absorbido y w es el trabajo necesario para extraer el electron del
metal. Este trabajo toma en cuenta el efecto de los campos eléctricos atractivos debidos a los
atomos de la superficie y las pérdidas de energia cinética del electron causadas por las colisiones
que sufre hasta que sale de la superficie. Algunos electrones estan ligados mas fuertemente que
otros, o soportan mas colisiones en el trayecto. Por lo tanto es l6gico suponer que hay una ener-
gia cinética méxima con la cual un fotoelectron puede ser emitido, que se tiene cuando la energia
de union del electron es la minima posible y cuando éste no pierde energia cinética por colisio-
nes. Esta energia cinética maxima es

Kmax = Kmax (V) = hv —wg (4.18)

donde W, que se denomina la funcion trabajo, es la energia minima necesaria para extraer un

electron del metal y es una propiedad del metal del catodo.

Veremos ahora que las hipdtesis de Einstein explican satisfactoriamente el efecto fotoeléctrico,

lo que no se logra en cambio con la teoria ondulatoria clésica.

* El primer hecho, qué, ., €s independiente de la intensidad de la luz, es consecuencia de la
(4.18). De acuerdo con la teoria de Einstein, la intensidad de la luz es proporaidinaiad
de fotones que llegan a la superficie (por unidad de tiempo y de area), por lo tanto la co-
rriente fotoeléctrica es proporcional a la intensidad, pero cada proceso individual de emision
esindependientele la intensidad y sélo depende d&dauenciade la radiacion.

* La existencia de un&tecuencia de cortees también una consecuencia de la (4.18). En
efecto, para cada metal, existe una frecuengial que

hVO = WO (4 19)

y para esa frecuencii,,5.(vo) = 0. En otras palabras, un fotén de la frecuengjdiene
justamente la energia suficiente para extraer un fotoelectron, sin que le sobre nada que pueda
aparecer como energia cinética del electrone i, los fotones no tienen energia sufi-

ciente para extraer fotoelectrones y no hay efecto fotoeléctrico, por grande que sea la inten-
sidad (o sea el flujo de fotones) del haz de luz.

* Laausencia defiempo de retrastambién se explica, pues la energia necesaria para que el
electrén sea emitido se suministra en paquetes concentrados. Tan pronto la iluminacién del
fotocatodo deja de ser nula, hay por lo mamofton, que puede ser absorbido provocando
la emision de un fotoelectrén.

Si sustituimos K5« = €V, (ec. (4.15)) en la ecuacion de Einstein (4.18) obtenemos

Vp = — -2 (4.30)

Por lo tanto, la teoria de Einstein predice que el potencial de frenamiento V[, es una funcion /i-
neal de v, en perfecto acuerdo con los resultados experimentales (Fig. 4.3). La pendiente de la
curva experimental permite determinar

26



4. Radiacion, fotones y la constante de Planck

N 39x10%vs (4.31)
e

Multiplicando esta relacion por la carga electronica se puede determinar /4. Examinando cuida-
dosamente estos datos Millikan encontré h = 6.57 x1073* Js con una precision del 0.5%, valor
que concuerda con el que obtuvo Planck. Es ciertamente notable el acuerdo entre estas dos
determinaciones de /4 usando fendmenos y teorias completamente diferentes, y es una prueba de
la validez de la suposicion fundamental del cuanto de luz, o foton.

Actualmente el concepto de foton se usa en todo el espectro electromagnético y no sélo en el
visible o cerca de ¢l. La energia de los fotones varia en 18 6rdenes de magnitud desde las ondas
de VLF (v =10 Hz) a los fotones més energéticos de los rayos cosmicos (v =~10% Hz).

Cabe mencionar que para que un foton pueda ser absorbido, como ocurre en el efecto fotoeléc-
trico, es preciso que el electron esté /igado a un atomo o a un s6lido. Un electron libre no puede
absorber un foton pues, como veremos luego, en tal proceso no se pueden conservar simulta-
neamente la energia y la cantidad de movimiento (por la misma razén un electron libre tampoco
puede emitir un fotén). Para que el electrén absorba (o emita) un foton debe intervenir en el pro-
ceso una tercera particula, pues solo asi se pueden conservar tanto la energia como la cantidad de
movimiento. Debido a la gran masa de un atomo o de un solido, el sistema puede absorber la
cantidad de movimiento necesaria para el balance sin adquirir una cantidad apreciable de ener-
gia. Por lo tanto la ecuacion de la energia (4.18) sigue siendo valida, y el efecto es posible por-
que ademas del electron emitido existe una particula pesada que absorbe la cantidad de movi-
miento necesaria para conservar el impulso. Para fotones de energia comparable a las de los ra-
yos X o superiores, el efecto fotoeléctrico es un mecanismo importante de absorcion. A energias
todavia mayores se vuelven importantes otros procesos que estudiaremos mas adelante. Por 1l-
timo, es preciso recalcar que en el modelo de Einstein un fotéon de frecuencia v tiene exacta-
mente la energia hv, y no multiplos enteros de #v. Segiin el modelo de Einstein, la radiacion de
la cavidad de un cuerpo negro constituye un “gas de fotones”. Aplicando este concepto, afos
después de la deduccion de Planck, Satyendra Nath Bose volvié a obtener la formula® (4.6).

El efecto Compton

En 1923 los experimentos de Arthur Holly Compton dieron una nueva confirmacion de la natu-
raleza corpuscular de la radiaciéon. Compton hizo incidir un haz colimado de rayos X de longitud
de onda A bien definida sobre un blanco de grafito y midio la intensidad y la longitud de onda de
los rayos dispersados en varias direcciones. Se observo que aunque el haz incidente consiste
esencialmente de una unica longitud de onda, en los rayos X dispersados en direcciones que
forman un angulo 6 no nulo con la direcciéon del haz, aparecen dos longitudes de onda: una es la
misma A de la radiacion incidente y la otra, A’, es mayor, esto es A" = A + AA. Este corrimiento
AA, denominado corrimiento Compton, varia con el angulo en que se observan los rayos X
dispersados.

¥ Es interesante mencionar que el articulo de Bose fue rechazado por el arbitro de la revista Philosophical Magazine,
a la cual lo habia presentado; de resultas de ello Bose lo envid a Einstein, quien lo tradujo personalmente al aleman
y lo hizo publicar el Zeitschrift fiir Physik. Posteriormente Einstein generalizé el método de Bose y lo aplico a

particulas con masa. Las teorias de Bose y de Einstein se tratan en el Capitulo 15.
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La presencia de una longitud de onda diferente de la de la radiacion incidente en la radiacion
dispersada no se puede explicar si se considera la radiacion X como una onda electromagnética
clasica. De acuerdo con el Electromagnetismo clasico el campo eléctrico de la onda incidente,
que oscila con la frecuencia v, acta sobre los electrones libres del blanco y los fuerza a oscilar
con esa misma frecuencia. Los electrones oscilantes irradian en todas las direcciones ondas
electrmagnéticas, de frecuencia igual a la de la oscilacion. Por lo tanto, segun la teoria clasica, la
radiacion dispersada tiene la misma frecuencia y longitud de onda que la radiacion incidente.

Ante estos hechos, Compton (y también independientemente Peter Debye) interpretd los
resultados del experimento suponiendo que la radiacion X incidente estd compuesta por fotones,
cada uno de los cuales lleva una energia E=hv y
que esos fotones chocan con los electrones libres

foton — > del blanco. Segun este punto de vista, los fotones

E p, A que han chocado constituyen la radiacion
> @ dispersada. Como en la colision el foton cede

/ e parte de su energia al electron, el foton dispersado

electron debe tener una energia menor, E’ < E, luego una

frecuencia menor v'=E'/h y entonces una

K,
P longitud de onda mayor A" =c/v'. Asi se explica

e

cualitativamente el corrimiento AA = A" - A.
. Los experimentos indican que la frecuencia de la

Fig. 4.4. Efecto Compton. D, . . :

radiacion dispersada es independiente del material
del blanco, lo que significa que la colisién no involucra &tomos completos. Por lo tanto Compton
supuso que la dispersion se debe a la colision entre un fotén y un particular electron del blanco,
y ademads supuso que los electrones que participan en estos procesos se pueden considerar libres
e inicialmente en reposo. Se pueden justificar estas suposiciones teniendo en cuenta que la
energia de un foton X es varios 6rdenes de magnitud mayor que la de un foton ultravioleta, y al
estudiar el efecto fotoeléctrico vimos que esta ultima es comparable a la energia minima con la
cual un electrén esta ligado a un metal.
Vamos a analizar ahora cuantitativamente la colision entre un fotéon y un electron (Fig. 4.4). Si
suponemos que el foton es una particula de energia E = hv que se mueve con la velocidad de la
luz, es evidente que su masa en reposo debe ser nula, por lo tanto su energia total relativistica es
puramente cinética. La cantidad de movimiento del foton se puede obtener de la relacion general
entre la energia relativistica E, la cantidad de movimiento p y la masa en reposo m:

E? = ¢?p? + m’c? (4.32)
Puesto que para un foton m= 0, resulta

p=Elc=hvic=h/A (4.33)

Cabe observar que el Electromagnetismo clasico conduce también a la relacion p = E/c donde
p'y E son respectivamente la cantidad de movimiento y la energia de la radiacion, por unidad de
volumen.

La conservacion de la cantidad de movimiento (ver Fig. 4.4) implica

p = p'coso + p, COSY (4.34)
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p'send = p.seng (4.35)

donde p’ y P, son la cantidad de movimiento del foton y del electron luego de la colision y 6, ¢
son los angulos entre py p’, P, respectivamente. Eliminando ¢ entre estas ecuaciones resulta

p? + p'2 - 2pp’ cosh = p2 (4.36)
La conservacion de la energia relativistica total requiere
E+mgc? = E'+ mc? + K (4.37)

donde K es la energia cinética del electron después de la colision. Usando la (4.33), la condicion
de conservacién de la energia se escribe como

c(p-p)=K (4.38)

Usando la (4.32) podemos escribir K en funcion de pg:

(mc? + K)? = ¢?p2 + mgc? (4.39)

que se reduce a

2Km, + K?/c? = p? (4.40)

Usando ahora la (4.38), la condicion de conservacion de la energia se escribe como
2me(p-p)+(p-P)? = P (4.41)

Finalmente podemos eliminar p, entre la (4.36) y la (4.41) para obtener la relacion entre py p':

mMc(p- p') = pp'(1- cost) (4.42)
que podemos escribir en la forma
i, - 1 = i(1— cos6) (4.43)
PP p M

Recordando la (4.33), la (4.43) se puede llevar a la forma
=3 =" (1 cost) (4.44)
m.C

La (4.44), que expresa entonces la conservacion de la energia y la cantidad de movimiento en la
colision es la ecuacion de Compton. La cantidad

Ao = _ 242631058 x 1070 cm (4.45)
m.C
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se denomina longitud de onda Compton del electron. En términos de Ac el corrimiento
Compton se expresa como

AA = Ac(1- cos6) (4.46)

Se puede observar que el corrimiento Compton depende solamente del angulo de dispersion 6, y
es independiente de la longitud de onda del foton incidente.

La ecuacion de Compton describe correctamente los corrimientos observados. De acuerdo con la
(4.46) AA varia desde 0 para 6 = 0 (que corresponde a una colision rasante en la que el foton
incidente no sufre desviacion) hasta 2. para 6 = 180" (colision frontal, en la cual el foton re-
gresa en la misma direccion desde la cual vino). En experimentos posteriores Compton y A. W.
Simon (1925) detectaron también el electron de retroceso que resulta de la colision y
comprobaron que aparece simultaneamente con la radiacion X dispersada. También verificaron
la prediccion sobre la energia y direccion de movimiento del electron dispersado. Con esto
quedaron reivindicadas las ideas de Einstein y ya nadie dudo de la realidad de los fotones.

Falta todavia explicar porqué para angulos 6 = 0 se observan fotones dispersados con la misma
longitud de onda de la radiacion incidente. Hasta aqui hemos supuesto que el electron que sufre
la colision esté libre. Esta suposicion es razonable, incluso si el electron esta inicialmente ligado,
siempre y cuando la energia cinética que adquiere en la colision sea mucho mayor que su
energia de ligadura. Sin embargo, si el electron esta fuertemente ligado, o si la energia del foton
incidente es muy pequeria, el electron no es expulsado del atomo. Entonces la colision ocurre, en
la practica, con el atomo como un todo y podemos repetir las consideraciones anteriores acerca
de la conservacion de la energia y la cantidad de movimiento, pero en lugar de la masa m, del
electrén, tenemos que poner la masa m, del a&tomo, pues éste retrocede como un todo durante la
colision. Puesto que m, es varios miles de veces mayor que M, el corrimiento Compton para
colisiones con electrones fuertemente ligados es insignificante e imposible de detectar.

En conclusion: en el experimento se observan los fotones dispersados por los electrones débil-
mente ligados, que son expulsados del atomo por la colision, y esos fotones cambian su longitud
de onda, pero también se observan fotones dispersados por otros electrones fuertemente ligados,
que siguen ligados después de la colision; estos fotones no cambian su longitud de onda.

El proceso de dispersion sin cambio de la longitud de onda no es otra cosa que la dispersion de
Thomson, de la cual hemos ya hablamos en el Capitulo 3. La correspondiente teoria fue desarro-
llada por Thomson en 1900 en a partir del Electromagnetismo clasico. Pese a que la deduccion
de la dispersion Thomson es diferente de la presente interpretacion cuantica de la dispersion
Compton, ambas explican los mismos hechos, pues la dispersion Thomson es el limite de la dis-
persion Compton, cuando la longitud de onda de la radiacion incidente es muy larga, esto es,
cuando A = Ac/A — 0. En ese limite los resultados clasico y cuantico coinciden.

La fisica clasica falla al explicar la dispersion de radiacion en el dominio de las frecuencias muy
altas, es decir longitudes de onda muy cortas. Ocurre aqui algo semejante a la “catastrofe ultra-
violeta”, donde las predicciones clasicas fallan groseramente al intentar describir la radiacion de
cuerpo negro. Esto se relaciona con el valor de la constante de Planck. Para longitudes de onda
muy largas, v es muy pequeila y como /4 también es muy pequefia, la “granulosidad” 4v de la
energia electromagnética es imperceptible y se confunde con el continuo de la fisica clésica.
Pero para longitudes de onda suficientemente cortas v ya no es pequefio y los efectos cuanticos
son importantes.
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Para completitud citamos la formula de Klein-Nishina que expresa la seccion eficaz de la dis-
persion Compton’:

v _te (4.47)

GC=GTf(A) , A= rnecz 7

donde o = 8ard /3 es la seccién eficaz clasica de Thomson; los efectos cuanticos estan conte-
nidos en la funcién f(A), que tiene la expresion complicada que damos a continuacion:

F(A) = 31+ A)(2+2A _ In(1+ 2/\)\| _§( 1+3A ~ In(1+ 2A)) (4.48)

4N \1+2A A ) 4\ @+24)? 2A

Obsérvese que A es igual al cociente entre la energia del foton y la energia en reposo del elec-
tron. Para A pequefios, se ve facilmente que

f(A)=1-2A+2 A% + .. (4.49)

En el limite A — O se tiene f(A) =1y la(4.47) se reduce a la formula clasica de Thomson.
Por ultimo, podemos ver que el balance de la cantidad de movimiento (4.36)

p? + p'? - 2pp’ cosh = p? (4.50)

y de la energia
2me(p- p') +(p- p')? = P& (4.51)

no se pueden satisfacer simultdneamente si el foton es absorbido por el electron libre. En efecto,
si el foton fuera absorbido se tendria p’ =0, y la (4.50) y (4.51) se reducen, respectivamente a

p® = pg

2 _ 2
y 2mgCp+p°=pg (4.52)
que no se pueden satisfacer simultdneamente. Por lo tanto un electron libre no puede absorber
un foton. Del mismo modo se puede ver que un electron libre no puede emitir un foton.

La emision de rayos X

Los rayos X se producen en un tubo de descarga cuando electrones de alta energia acelerados
por una diferencia de potencial de ~ 10* V, se frenan al penetrar en el material del 4anodo'’. Se-
gun la fisica clésica, el frenamiento de los electrones resulta en la emision de un espectro conti-
nuo de radiacion electromagnética, que se denomina radiacion de frenamiento o también
bremsstrahlung (que significa lo mismo en idioma aleman). La observacion muestra que, ade-
mas del espectro continuo de bremsstrahlung, también se emiten /ineas caracteristicas del ma-
terial del d&nodo, pero por el momento no nos ocuparemos de ellas.

La caracteristica mas notable de la emision de rayos X por estos dispositivos es que para una
dada energia del electron hay una longitud de onda minima A, bien definida. Por ejemplo para

’ Obtenida por Oskar Klein y Yoshio Nishina en 1928 a partir de la teoria relativistica de Dirac.

1% Este fendmeno se llama Efecto Volta.
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electrones de 40 keV, A, =0.311A. Mientras la forma de la distribucion espectral depende

tanto del material del blanco como del potencial V" de aceleracion, A, depende solo de V'y tiene

el mismo valor para todos los materiales. El Electromagnetismo cldsico no explica este hecho,
porque no hay motivo para que no se puedan emitir radiaciones de cualquier longitud de onda.

Sin embargo si se considera que la radiacion X

fotén consiste de fotones la explicacion es muy simple.

™~ La Fig. 4.5 muestra un esquema del proceso ele-

mental de emision de un foton por bremss-

trahlung. Un electrén de energia cinética inicial K

electrén /
nucleo

se frena al chocar con un nucleo y la energia que
pierde aparece como un foton de rayos X. La inte-
raccion Coulombiana del electron con el ntcleo
hace que éste absorba cierta cantidad de movi-
miento, y el frenamiento del electron produce la
emision del foton. Como la masa del nucleo es

K!

Fig. 4.5. Emisién de rayos X por

b trahlung. .
remsstrating mucho mayor que la del electron, se puede igno-

rar la energia que adquiere en la colision. Si K’ es la energia cinética del electron después de la
colision, la energia del foton emitido es

hv=%=K—K’ (4.53)

Los electrones del haz incidente pueden perder diferentes cantidades de energia en las colisio-
nes, y un dado electrén queda en reposo después de cierto numero de ellas. Es asi que muchos
electrones producen en conjunto un espectro continuo que se extiende desde A, hasta A — o,
de acuerdo con las pérdidas de energia de las colisiones individuales. Un foton de longitud de
onda A, se emite cuando el electrén pierde toda su energia en un unico choque. Cuando esto
ocurre, K' =0, y entonces K = hc/A,,. Puesto que K es igual a la energia e} que adquirio el
electron al acelerarse en la diferencia de potencial 7 del tubo de rayos X, se tiene

hc
Ao=—0 4.54
M ev (4.54)

Por lo tanto A, corresponde a la conversion de toda la energia cinética del electron en un tnico
foton. La (4.54) muestra que la existencia de A, es un fendmeno puramente cuantico'',

El bremsstrahlung es, como vemos, una suerte de “efecto fotoeléctrico inverso™: en el efecto fo-
toeléctrico se absorbe un fotén cuya energia y cantidad de movimiento van al electron y al na-
cleo, en el bremsstrahlung se crea un foton cuya energia y cantidad de movimiento provienen de
la colision de un electrén con un nucleo'”. El bremsstrahlung no sélo ocurre en los tubos de
rayos X, sino que tiene lugar también en muchas situaciones en la naturaleza y en el laboratorio.

" La existencia de )Lm fue predicha por Einstein en 1906, y la evidencia experimental fue obtenida por William
Duane y Franklin Hunt en 1915. Por ese motivo )Lm se denomina /imite de Duane-Hunt.

2 En 1909 Johannes Stark aplicé la hipétesis del cuanto de luz al bremsstrahlung y concluyé que la conservacién
de la cantidad de movimiento requiere que el cuanto de luz posea un impulso igual a #v/c. Esta fue la primara vez

que se incluy6 explicitamente el foton en el balance de la cantidad de movimiento de un proceso elemental.
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Creacion y aniquilacion de pares

Ademas del efecto fotoeléctrico y el efecto Compton, hay otro proceso mediante el cual un foton
de alta energia puede perder su energia al interactuar con la materia. Se trata de la creacion de
pares, que es un ejemplo de conversion de la energia radiante en energia de masa en reposo y
energia cinética de particulas. Aqui vamos a comentar brevemente este proceso y su proceso in-
verso, la aniquilacion de pares, pero no daremos sus tratamientos completos ya que requieren la
teoria cuantica relativistica de campos.

Creacion de pares

Hay hoy una amplisima evidencia experimental acerca de la creacion de pares, pero no existe
explicacion de este fendomeno en la fisica clasica. En la Fig. 4.6 se muestra un esquema de un
proceso de este tipo, que consiste en que un fotdn pierde toda su energia 4v en una colision con
un nucleo, creando un par de particulas integrado por un electron y un positron y dandoles ade-
mas cierta energia cinética. El positron es una particula idéntica en todas sus propiedades al
electrén electron, excepto que el signo de su carga (y de

~ su momento magnético) es opuesto al del elec-

tron: esto es, el positron es un electron con carga

fotén —e, K, positiva en lugar de negativa. El positron es lo
> ‘ que se denomina la antiparticula del electron.
La teoria cuantica de campos predice que cada

hv d ‘e, K, pos p q

particula tiene una correspondiente antiparti-
/ cula, y esta prediccion se ha verificado siempre.
En general, cuando se habla de “par” se entiende
un par formado por una particula y su co-
rrespondiente antiparticula. En la creacion de

nucleo
positron

Fig. 4.6. Produccién de un par electrén-

. ares electron-positron la energia involucrada en
positron. p p g

el retroceso del nucleo es despreciable debido a
su masa, y por lo tanto el balance de la energia (relativistica) es

hv = Eg + Ep = (MeC? + K¢) + (Myc? + K)) = 2myc? + Kq + K, (4.55)

puesto que M, = M. En esta formula los subindices e y p se refieren al electron y al positron,
respectivamente. La energia cinética del positron es ligeramente mayor que la del electron de-
bido a que la carga positiva del nucleo acelera al positron y frena al electron. La carga eléctrica
total se conserva, pues el foton no tiene carga y la carga neta del par es nula.

Haciendo los balances de energia y cantidad de movimiento, es facil verificar que un foton no
puede desaparecer en el vacio creando un par: es necesaria la presencia del nucleo (que puede
absorber cantidad de movimiento sin afectar sensiblemente el balance de energia) para permitir
la conservacion simultanea de la cantidad de movimiento y la energia.

De la (4.55) se ve que hay una energia minima, o umbral, que debe tener el foton para crear un
par:

hvi, = 2m,c? =1.02 MeV (4.56)
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que corresponde a una longitud de onda A = A /2 =0.012 A. Si la longitud de onda del foton es
menor que este valor, el foton crea el par con energia cinética no nula.

Como se ve, la creacidon de pares es un fenémeno de alta energia, que ocurre con rayos X cortos
o rayos y. Se observa en la naturaleza debido a los fotones de alta energia de los rayos cosmicos
y a los rayos y emitidos por sustancias radioactivas, y en el laboratorio debido a los fotones de
bremsstrahlung producidos en los aceleradores de particulas.

Si el foton tiene suficiente energia es posible crear otros pares particula-antiparticula, por ejem-
plo pares protoén-antoprotdn, y otros mas. Como la masa en reposo del electron es la menor entre
las particulas posibles, el umbral para la creacion de pares electron-positron es el mas bajo.

Aniquilacién de pares

El proceso inverso a la creacion de pares es la aniquilacion de pares. Si una particula y su anti-
particula, por ejemplo un electron y un positrén se encuentran inicialmente en reposo y proximos
entre si, se unen y se aniquilan mutuamente. En este proceso desaparece la materia y en su lugar
aparece energia radiante. Puesto que la cantidad de movimiento inicial del conjunto es nula, y el
proceso debe conservar la cantidad de movimiento, no es posible crear un unico foton. El
proceso mas probable es la creacion de dos fotones, con cantidades de movimiento iguales pero
de signo opuesto. Pero también es posible, aunque mucho menos probable, la aniquilaciéon con
creacion de tres (o mas) fotones.

Consideremos la aniquilacion con creacion de dos fotones. La conservacion de la cantidad de
movimiento requiere P = P,. Como para un fotébn p=hv/c, lo anterior implica vy =v, =v.
Puesto que las energia cinéticas de las particulas del par son nulas, la conservacion de la energia
requiere

hv = mc? = 0.511 MeV (4.57)

Esto corresponde a una longitud de onda igual a

A=——=ic (4.58)

es decir, igual a la longitud de onda Compton.

Los positrones que se crean en el proceso de produccion de pares pierden energia al atravesar la
materia en sucesivas colisiones, hasta que se combinan con un electron para formar un sistema
ligado denominado positronio, en el cual el electron y el positron se mueven alrededor de su
centro de masa comun. El positronio tiene una vida muy corta ya que en un tiempo de alrededor
de 107" s desde su formacion, el electron y el positrén se aniquilan.

Comentarios

La primera evidencia experimental de la existencia del positron fue obtenida por Carl David
Anderson en 1932 al investigar la radiacion cosmica'®. En 1933 Patrick M. Blackett y Giuseppe
Occhialini observaron por la primera vez la creacion de pares electron-positron, utilizando una
camara de niebla. Este descubrimiento permitio explicar el origen de una discrepancia entre las

1 .y, , . . . , , .
? La radiacion cosmica consiste en un flujo de particulas cargadas y fotones de gran energia que inciden sobre la

Tierra provenientes de fuentes extraterrestres.
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mediciones de la atenuacion de rayos X de gran energia por diversos materiales y la teoria en-
tonces existente. La atenuacion predicha por la teoria era muy pequefia en comparacion con la
observada, pues la creacion de pares es el mecanismo de absorcion que domina para fotones de
alta energia. Pero la mayor importancia de estos descubrimientos fue que confirmd la teoria
cuantica relativistica de Dirac, que en 1928 predijo la existencia del positron y los procesos de
creacion y aniquilacion de pares.

La naturaleza dual de la radiacion electromagnética

Acabamos de estudiar varios fendmenos que muestran que la radiacion electromagnética se
comporta como un conjunto de particulas, los fotones, que intervienen individualmente en los
procesos elementales de emision, absorcion y dispersion. Sin embargo, los fendémenos de interfe-
rencia y difraccion muestran que la radiacion es un fendmeno ondulatorio. Por lo tanto la radia-
cion electromagnética se comporta como onda en ciertas circunstancias y como corpusculo en
otras. Veremos pronto que las particulas atomicas, como el electron y el proton, también exhiben
la misma clase de dualidad, pues ademas de comportarse como particulas, en ciertas circunstan-
cias se comportan como ondas, pudiendo dar lugar a fendmenos de interferencia y difraccion.
Esta dualidad onda-particula es caracteristica de todos los entes de escala atbmica o menor, y no
es compatible con nuestra experiencia a nivel macroscopico ni con la descripcion dada por la
fisica clasica. Sin embargo, veremos oportunamente que la Mecéanica Cuantica permite reconci-
liar la coexistencia de los aspectos corpusculares y ondulatorios de estos entes.

Es oportuno subrayar en este contexto que los conceptos de “onda” y de “particula” son extra-
polaciones de experiencias a nivel macroscopico. Asi, en la Mecanica Newtoniana se trata un
planeta como la Tierra como una particula. Creemos en ese concepto porque la Mecanica
Newtoniana (o la relativistica, si la velocidad es muy elevada) permite calcular correctamente el
movimiento. Aplicando los mismos métodos podemos describir fendmenos de escala mas pe-
quena, como el movimiento de particulas de polvo o de las gotas de un aerosol. Pero este no es
un motivo suficiente para dar por sentado que el concepto macroscopico de particula se puede
extrapolar indefinidamente, hasta la escala del atomo y mas alla de ella. Por supuesto, se pueden
hacer extrapolaciones, pero solo hasta que se encuentra que ya no funcionan.

Con el concepto de onda sucede 1o mismo. Podemos ver con nuestros ojos las ondas en la super-
ficie del agua de un estanque. Pero aun del punto de vista clasico, sabemos que no podemos ex-
trapolar el concepto indefinidamente, pues al llegar a las dimensiones moleculares la nocioén
misma de “superficie del agua” pierde sentido. En esa escala encontraremos un gran nimero de
moléculas que se mueven aparentemente al azar, y so6lo después de promediar el comporta-
miento de grandes grupos de moléculas podemos recuperar los conceptos de superficie y de
onda. Estos comentarios muestran que el problema surge cuando intentamos extrapolar concep-
tos macroscopicos como “superficie” y “onda”, derivados de nuestra experiencia cotidiana, hasta
dominios donde carecen de validez.

Lo que indican claramente los fendmenos que hemos estudiado en este Capitulo y otros que ve-
remos mas adelante, es que los conceptos clasicos de particula y onda no se pueden extrapolar a
la escala atomica. En esa escala no es licito establecer una distincion entre “particula” y “onda”
en el sentido clésico. Por otra parte, esa distincidon esta implicita en el planteo tradicional de la
Mecanica, por la forma misma con la cual se definen las variables dinamicas del sistema. Por
€s0, como veremos, en la Mecanica Cudantica se parte de un planteo radicalmente diferente.
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Yendo ahora especificamente al caso de las ondas electromagnéticas, podemos decir lo si-
guiente. No podemos ver las ondas electromagnéticas del mismo modo que las olas en la super-
ficie del agua. Pero tenemos varias razones para creer que son también un fenomeno ondulato-
rio. En efecto:

* podemos observar los fendmenos de interferencia y difraccién, que se asocian con los fené-
menos ondulatorios;

* Jla distribucién de energia en el espacio y el tiempo se predice correctamente por medio de la
teoria de Maxwell para todas las longitudes de onda, desde practicamente infinito hasta alre-
dedor de unos 0.02 A;

* en el caso de las ondas de radio podemos medir, ademas de la longitud de onda, también la
amplitud y la fase.

Veamos estos puntos con mas detalle, comenzando por el tltimo. Hay un limite a la intensidad
mas pequeia que se puede medir, dado por la agitacion térmica de las molécula en la antena de
deteccion, que corresponde a un flujo de alrededor de 10'° fotones/s. Por lo tanto, el Gltimo
punto nos dice que muchos fotones que actian en conjunto sobre los electrones de una antena
tienen la apariencia de un campo electromagnético clasico.
Por otra parte, es facil demostrar que en un interferometro 6ptico ordinario se puede trabajar con
intensidades que corresponden a tener en un dado instante un unico foton dentro del instrumento.
Y en esas condiciones se observa interferencia. Un caso extremo fue estudiado por G. I. Taylor
en 1909, quien demostré que se obtiene el patron de interferencia habitual, usando una fuente
luminosa tan débil que la fotografia demoro tres meses en registrarse.
Podemos analizar el significado de lo anterior si imaginamos sustituir la placa fotografica por
varios fotoelectrodos muy pequenos, de modo que detectando el electréon emitido podemos de-
terminar en cual de ellos incidi6 el foton. La energia luminosa total captada por cualquier de-
tector es proporcional al nimero de fotones que llegaron al mismo. Si se efectiia ese experi-
mento, se encuentra que a medida que transcurre el tiempo, el nimero de fotones que se registra
en cada detector tiende al valor de la intensidad que predice la teoria ondulatoria. Pero esto es
cierto solo en promedio, y si el nimero total de fotones es pequefio pueden ocurrir grandes fluc-
tuaciones. Por otra parte, cada foton individual llega a un solo detector.
La figura de interferencia dada por dos rendijas depende de que la luz pase por ambas (esto se
comprueba tapando una de ellas). El hecho que cuando la luz atraviesa ambas rendijas se pro-
duce interferencia demostrd que es un fendémeno ondulatorio y por ese motivo se descarto la teo-
ria corpuscular de Newton. Significa ésto que los fotones se pueden dividir en dos? Recordemos
que por nuestro aparato pasa un sélo foton por vez. Podemos salir de dudas, poniendo un detec-
tor detras de cada rendija. Si hacemos eso no veremos mas la figura de interferencia, pero po-
dremos determinar si el foton pasa por una sola rendija o por ambas. Lo que resulta es que el
foton pasa o por una rendija, o por la otra, y no por ambas a la vez. Por lo tanto, el foton no se
divide. Sin embargo, si el foton no pasa por ambas rendijas, ;cémo hace para interferir consigo
mismo?

Una pista para resolver este dilema consiste en pensar que la onda electromagnética nos dice

algo, no acerca de donde esta exactamente el foton, sino acerca de la probabilidad de encon-

trarlo en determinado sitio. Si suponemos que esa probabilidad est4 relacionada con la intensi-
dad de la onda, se resuelve el problema. En el Capitulo 15 se muestra como el comportamiento
dual onda-corpusculo de la radiacion queda incorporado al formalismo de la Mecanica Cuantica.
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5. LA TEORIA CUANTICA ANTIGUA

Introduccion

El intento de resolver el problema de la inestabilidad del atomo de Rutherford llevo a Niels Bohr
a formular en 1913 una teoria simple de la estructura atdmica, uno de cuyos mayores méritos fue
que permitid explicar el espectro de la radiacion electromagnética emitida por ciertos atomos.
Dicha teoria fue luego perfeccionada por William Wilson, Jun Ishiwara, Planck, Arnold
Sommerfeld y otros, y dio lugar a lo que hoy llamamos la Teoria Cuantica Antigua. Si bien esta
teoria fue luego abandonada, cumpli6é en su momento un rol importante para el desarrollo de la
Mecanica Cuantica moderna. Por este motivo daremos aqui una resefia de la misma. Pero antes
es necesario mencionar brevemente algunos aspectos sencillos del espectro atomico.

El espectro atomico

En contraste con el espectro continuo de la radiacion térmica, la radiacion electromagnética
emitida por un atomo libre consiste de un conjunto discreto de longitudes de onda. Cada una de
estas longitudes de onda recibe el nombre de linea, pues asi es como aparece en las placas foto-
graficas obtenidas con los espectrografos. Cada especie atomica tiene su propio espectro, inte-
grado por un conjunto de lineas caracteristicas. Este hecho tiene gran importancia practica, pues
permite identificar los elementos presentes en una fuente de luz. Por esta razon durante el siglo
XIX se dedic6 mucho esfuerzo a medir con precision los espectros de los diferentes atomos.
Tales espectros son muy complicados y generalmente constan de centenares de lineas.

El mas sencillo de todos los espectros es el del atomo de hidrogeno, lo que no es sorprendente
puesto que se trata del &tomo mas simple ya que tiene un solo electrén. Por este motivo, y tam-
bién por razones histdricas y tedricas, presenta mucho interés.

H, Hg H, Hs H, H,
6500 6000 5500 5000 4500 4000 A
Rojo Azul Violeta Casi

ultravioleta

Fig. 5.1. Parte visible del espectro del hidrogeno.

En el visible (Fig. 5.1), el espectro del hidrogeno presenta una serie regular de lineas que co-
mienza en el rojo y termina en el violeta; el espaciado entre lineas contiguas decrece paulatina-
mente hasta que se llega al limite de la serie, que se encuentra para 3645.6 A. La regularidad de
este espectro llevd a muchos a buscar formulas empiricas que representasen las longitudes de
onda de las lineas. La formula correcta fue hallada en 1885 por Johann Jakob Balmer (un profe-
sor de escuela secundaria) y es, expresada en términos del numero de onda k= 27/ A,

1 ky (1 1)
—_— = — — —a y n=3,4,5,... 51
dop  2m \22 n2) &
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donde

Ry =109677.576 = 0.012 cm™! (5.2)

se denomina constante de Rydberg para el atomo de hidrégeno. Posteriormente, gracias al tra-
bajo de varios espectroscopistas entre quienes tuvo un rol preponderante Johannes Rydberg
(1890), se encontraron férmulas semejantes para diferentes series, del tipo

?—J:&\F—?/ , m=123... , n=n+1ln+2,n+3... (5.3)
La serie de Balmer (5.1) corresponde a m= 2; la serie correspondiente a m=1 se encuentra en
el ultravioleta y se denomina serie de Lyman. Las correspondientes a m= 3, 4y 5 se encuentran
en el infrarrojo y se llaman serie de Paschen, Brackett y Pfund, respectivamente.

Las formulas para las series de los a&tomos alcalinos (sodio, potasio, rubidio, cesio, ...) tienen la
misma estructura general:

km,n B 1 _ 1
2 'R((m—am)z (- by)? 64

donde R es la constante de Rydberg para el elemento, m es el entero que identifica la serie, 8, y
b, son constantes para la serie, y n es el entero variable. El valor de R es el mismo para todos
los elementos dentro de un 0.05% y aumenta levemente al aumentar el peso atomico.

Ligado con el espectro de emision que estuvimos comentando, esta el espectro de absorcion, que
se obtiene cuando se emplea una fuente luminosa que emite un espectro continuo y se interpone
entre la fuente y el espectrografo un recipiente que contiene un vapor atdmico. En este caso se
encuentra que la placa esta velada, salvo en algunas lineas que corresponden a las longitudes de
onda que son absorbidas por los a&tomos del vapor. A cada linea del espectro de absorcion le co-
rresponde una linea del espectro de emision. Pero la inversa no es cierta: no todas las lineas de
emision se observan en el espectro de absorcion. Por ejemplo, en el espectro de absorcion del
hidrogeno solo aparecen normalmente las lineas de la serie de Lyman. Pero si el gas estd a una
temperatura muy elevada, como ocurre en algunas estrellas, en el espectro de absorcion también
se ven las lineas de la serie de Balmer.

Los postulados de Bohr

Toda teoria de la estructura atomica debe explicar estas caracteristicas del espectro, asi como
muchas otras que no hemos comentado. La gran precision de las medidas espectroscopicas im-
pone ademas severos requerimientos sobre las predicciones teoricas.

Por otra parte, el espectro del hidrégeno es completamente inexplicable en términos cléasicos, del
mismo modo que son inexplicables otros aspectos del a&tomo tales como su tamaiio, la existencia
del nucleo y su estabilidad, como hemos visto en el Capitulo 3. El gran mérito de Bohr reside en
que reconocio la necesidad de abandonar la Fisica Clasica, y en consecuencia tuvo la audacia de
proponer que varias leyes de la Mecanica y del Electromagnetismo no se cumplen en la escala
atomica. De esta forma consiguid dar un paso de fundamental importancia, que indicé la direc-
cion en que habia que avanzar para superar el punto muerto al cual habia llegado la Fisica Ted-
rica.
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La teoria de Bohr tiene gran sencillez matemadtica y concuerda cuantitativamente con los datos
espectroscopicos del hidrégeno. Sin embargo, los postulados sobre los cuales se basa parecen
artificiosos. Son los siguientes:

Postulados de Bohr:

* El electrén se mueve en una o6rbita circular alrededor del nacleo bajo la influencia de la
atraccién Coulombiana de éste, obedeciendo las leyes de la mecanica clasica.

* Dentro de las infinitas orbitas clasicas, el electron se mueve solo en aquellas en las que
el momento angular orbitaltiene los valored. = n7i = nh/ 27, donden=1 2 3....

* Cuando el electrén se mueve en una Orbita permitida, no irradia energia electrgmagné-
tica a pesar de ser acelerado constantemente y por lo tanto su energigéotah-
nece constante.

* Un electron que se mueve inicialmente en una orbita de ertergisede cambiar dig
continuamente su movimiento y pasar a moverse en otra Orbita de dagrgieando
esto ocurre se emite un foton cuya frecuencia €¢E; - E;)/h.

Se debe notar la diferencia entre la cuantificacion de Bohr del momento angular y la cuantifica-
cion de Planck, que se refiere a la energia total de una particula (por ejemplo un electrén que
realiza oscilaciones armonicas simples). Veremos que la cuantificacion del momento angular
implica también la cuantificacion de la energia total, pero de una forma diferente a la de Planck.
El tercer postulado resuelve manu militari el problema de la estabilidad debido a la radiacion del
electrén acelerado, mediante el simple expediente de postular que esta caracteristica de la teoria
clasica no vale para el electron cuando se mueve en una drbita permitida. Este postulado se basa
en la observacion experimental de que los 4&tomos son estables, a pesar que la teoria clasica pre-
dice lo contrario. El cuarto postulado esta ligado al postulado de Einstein sobre la energia de un
foton (ec. (4.41)).

Se puede observar que los postulados de Bohr mezclan de manera arbitraria la fisica cldsica con
la no clasica, y en tal sentido son intelectualmente insatisfactorios. Por ejemplo, se supone que el
electron se mueve segun las leyes de la mecanica clasica, y al mismo tiempo se afirma que su
momento angular esta cuantificado; se supone que el electron obedece la ley de Coulomb, pero
acto seguido se lo exime de cumplir la regla que toda carga acelerada irradia.

Sin embargo, se puede argumentar que no nos debemos sorprender si las leyes de la fisica cla-
sica (basadas en nuestra experiencia con sistemas macroscopicos) no son completamente validas
cuando tratamos con un sistema microscopico como el atomo. En ultima instancia, la justifica-
cion de los postulados de Bohr (y de cualquier postulado, en realidad) reside en si describen co-
rrectamente los resultados experimentales, o no.

Teoria de Bohr del atomo con un electron

Consideremos un atomo formado por un ntcleo de masa M y carga +Ze, y un electron de masa
M, y carga —e (por ej. un atomo de hidrégeno, un 4tomo de helio ionizado una vez, uno de litio
doblemente ionizado, etc.) que gira alrededor del nticleo en una orbita circular de radio » con la
velocidad v. Por ahora, supongamos que el nicleo se puede considerar fijo (o sea, M = ©). Se
cumple entonces que la fuerza de Coulomb debe ser igual a la fuerza centripeta:

Z&?  my?
r? r

(5.5)
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Puesto que la fuerza de Coulomb es central, se conserva el momento angular

L = myvr = cte. (5.6)
Reemplazando en (5.5) tenemos
Ze? = L (5.7)
mr
Despejando » obtenemos
r= n1;2e2 (5.8)
Aplicando la regla de cuantificacion
L=n2 , n=123,... (5.9)
donde hemos definido
h=hl/2x (5.10)

encontramos que las orbitas permitidas tienen radios dados por

n2h?2

f=—
" mze?

(5.11)

que son proporcionales al cuadrado del numero cuantico n. La 6rbita mas pequenia (n=1) del
atomo de hidrégeno (Z =1) tiene un radio igual a

h2
f=an= =0.529%x 108 cm 5.12
1 aO meez ( )

que se denomina radio de Bohr. Veremos en seguida que esta orbita es la de menor energia.
La velocidad del electrén también esta cuantificada, y su valor es

2
W=j£=éi=zm (5.13)

mg, nNi N

donde hemos introducido la constante adimensional

2

a=—=7297x10"3=1/137 (5.14)

SR

que se llama constante de la estructura fina por motivos que se veran en breve. Dicha constante
es una medida de la fuerza de la interaccion electromagnética y juega un rol muy importante en
la electrodindmica cudntica.

Para la o6rbita mas pequefia (n =1) del &tomo de hidrogeno tenemos
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e2

V= —-=-ac- 2.2 x10% cmi/s (5.15)

que es menos del 1% de la velocidad de la luz, por lo tanto estd bien haber usado en nuestros
calculos la mecanica clasica no relativistica.
Calculemos la energia total del electron:

En=T,+V, = 2m,av —Zr—nz— mev (5.16)
Sustituyendo (5.11) y (5.13) en (5.16) obtenemos
En=T,+V,=- 22(2:2) —i—zEl , h=123... (5.17)
donde
E--1 ”;2954 - -%g — -1mc2a? - -136eV (5.18)

Por lo tanto la cuantificacion del momento angular implica la cuantificacion de la energia total.
La informacion contenida en la (5.17) se suele presentar en un diagrama de niveles de energia
(ver Fig. (5.2). El estado estable, o sea el de energia minima, corresponde a N=1y su energia es
E; = -13.6 €V para el 4tomo de hidrégeno.

Podemos calcular la frecuencia v,,, del foton emitido por el electron al pasar del estado » al es-
tado m (M < n). De acuerdo con el cuarto postulado de Bohr

By En _ M (264771 1)
Vmn = 4.7'Eh( W ) (5.19)

h \m2 n2)

El correspondiente niimero de onda Ky, , = 27vy,, o / € estd dado por

mz%t 1 1y _, (1 1) 3
Kmn = 2ci3 \m2 n2) 2ﬂR"\mz n2) m<n (5.20)

donde:

rne22 4 22 5
_ 5.21
R = hoe® " amng (5:21)

y Rc =Ac/2rx(Ac es la longitud de onda Compton del electron, ec. (4.58)). Las ecuaciones

(5.17) y (5.21) contienen las predicciones principales de la teoria de Bohr.

Veamos primero la emision de radiacion por un atomo de Bohr. Las ecuaciones mencionadas

nos dicen lo siguiente:

* El estado normal del atomo es el de minima energia o sea el estagle tpgue se suele
denominarestado fundamental estado basePuesto que no hay otro estado con energia
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menor, este estado es estable. El radio de la orbita correspondiente (ec. (5.12)) determina el
tamafio del atomo (con un solo electrén), que resulta ser del orden de magnitud correcto.

* En determinadas circunstancias el atomo puede absorber energia (por causa de las colisiones,
como ocurre en una descarga eléctrica, o por otro mecanismo), pasando a un estado de ener-
gia mayor, com > 1.

* El atomo emite ese exceso de energia, obedeciendo la tendencia comun de todos los sistemas
fisicos, y regresa al estado fundamental. Esto se consigue mediante una serie de transiciones
en las que el electrén pasa sucesivamente a estados de energia mas baja, hasta que final
mente llega al estado fundamental.

* En la gran variedad de procesos de excitacion y desexcitacion que ocurren en la fuente de luz
Cuyo espectro se esté registrando se producen todas las transiciones posibles y por lo tanto se
emite el espectro completo. A partir de la ec. (5.17) podemos calcular los nimeros de onda
de todas las lineas del espectro. Es facil verificar que de esa manera se obtienen las férmulas
de las series de Lyman, Balmer, Paschen, etc. (Fig. 5.3). El valgy dencuerda con el
valor experimental de la constante de Rydberg.

E(eV) n Ese fue el gran triunfo de la teoria de Bohr, muy

ol - notable porque cuando fue formulada atin no se

_————————— conocian las series de Lyman, Brackett y Pfund.

i ‘31 Estas series fueron predichas por la teoria y llevan

-2t el nombre de quienes fueron los primeros en ob-
servarlas.

I 2 La teoria también funciond bien en el caso del

-4 atomo con Z=2 y un electron (helio ionizado
. una vez).

‘ Asimismo, las propiedades del espectro de absor-

cion se pueden entender por medio de la teoria de
- Bohr. Puesto que el electron s6lo puede estar en
gL uno de los estados permitidos, puede absorber
unicamente cantidades de energia iguales a las
diferencias de energia entre los estados permiti-
-10 | dos. La absorcion es el proceso inverso de la emi-
sion y por lo tanto las longitudes de onda absor-
bidas son iguales a las de las lineas emitidas. Nor-
-12 r malmente el atomo que absorbe estd en el estado
. fundamental; por eso generalmente en el espectro
1 de absorcion del atomo de hidrogeno se observan

solo las lineas de la serie de Lyman. Pero si el gas
estd a una temperatura muy alta, parte de los ato-

Fig. 5.2. Niveles de energfa del dtomo de ) pueden estar en el primer estado excitado con

hidrogeno de acuerdo con la teoria de . ;i
Bohr. N=2,y en tal caso se observan también las lineas

de absorcion de la serie de Balmer. La tempera-
tura necesaria se puede estimar a partir de la distribucién de Boltzmann, y es facil ver que debe
ser del orden de los 10° °K.
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E(eV) n
0 F T
NV 4
I | Brackett  Pfund ;
-2 Paschen
I 2
mll Balmer
6 +
-
_10 L
_12 L
i 1

Lyman

Fig. 5.3. Origen de las cinco series espectrales conocidas del atomo de
hidrégeno de acuerdo con la teoria de Bohr.

El espectro de lineas de rayos X

Es oportuno mencionar aqui las investigaciones de Henry G. J. Moseley sobre las lineas espec-
trales de rayos X de elementos pesados, que influyeron sobre la teoria que estamos presentando
ya que Bohr se mantuvo al corriente de las mismas. Moseley se basé en los trabajos de Barkla, y
para medir las longitudes de onda de los rayos X utiliz6 las técnicas de difraccion sobre cristales
desarrolladas por Sir Lawrence Bragg y su hijo William. Comparando los rayos X emitidos por
diferentes elementos, encontrd que tienen frecuencias caracteristicas que varian de acuerdo con
un patrén regular. Sin embargo, la diferencia de frecuencia no estd gobernada por la diferencia
de masa entre los elementos, sino por la diferencia entre las cargas eléctricas de sus nucleos, es
decir, las diferencias entre los respectivos niimeros atomicos'.

Sin entrar en mayores detalles, podemos decir que el espectro de linea de rayos X se debe a tran-
siciones de los electrones mas internos de un atomo. Para ellos, la carga nuclear no estd apanta-
llada por los demas electrones (que se mueven en orbitas de radio mayor), por lo tanto se puede
aplicar la formula (5.17) que obtuvimos en la Seccion precedente. En la terminologia de rayos
X, los niveles de energia correspondientes a N=1, 2, 3,... se denominan K, L, M, ...

En su primer experimento de 1913, Moseley estudio los rayos X de la serie K (asociada con las
transiciones al nivel de energia K) para los elementos hasta el Zn y el afio siguiente extendio sus
investigaciones hasta el Au, usando las lineas de la serie L (transiciones al nivel L). Las formulas

' Fue precisamente Moseley quien introdujo el término “ntimero atémico” para designar a Z.
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que obtuvo para las frecuencias se relacionan muy estrechamente con las formulas de Bohr para
atomos con un solo electron, y muestran que las frecuencias son proporcionales a Z>. Asi, las
series Ky L son analogas a las series de Lyman y de Balmer del &tomo de hidrégeno.

La regularidad de las diferencias en las frecuencias del espectro de rayos X permitié a Moseley
ordenar por numero atomico todos los elementos desde el Al hasta el Au. Pudo observar asi que
en algunos casos el orden dado por los pesos atomicos es incorrecto. Por ejemplo, el peso ato-
mico del Co es mayor que el del Ni, pero sus numeros atdmicos son 27 y 28, respectivamente.
Cuando Mendeleyev construy6 su Tabla Periddica se tuvo que basar en los pesos atomicos, pero
coloco al Cu y el Ni en el orden inverso (es decir, el orden correcto de acuerdo con Z) para que
sus propiedades quimicas encajaran mejor.

En algunos lugares de la Tabla Periddica, Moseley encontré diferencias en Z mayores que la
unidad, y predijo correctamente la existencia de elementos aun no descubiertos. Puesto que hay
un Unico elemento para cada Z, los cientificos pudieron finalmente confiar en la completitud de
la Tabla Periodica.

Refinamientos del modelo de Bohr

Mencionaremos brevemente varias correcciones y perfeccionamientos del modelo de Bohr.

Correccion por masa nuclear finita

El hecho que el nucleo tiene una masa finita se puede tener en cuenta facilmente si en todas las
ecuaciones de la Seccion anterior en lugar de la masa del electron se emplea la masa reducida
del sistema electron-nucleo, dada por

M
= ﬁ (5.22)

La férmula para los nimeros de onda se escribe ahora

1 1
Ky = ZERMZZ(W—?) . m<n (5.23)
donde:
Z2%e*
Ry = ths (5.24)

Con la correccion por el efecto de masa finita, la teoria de Bohr concuerda con los datos espec-
troscopicos dentro de un 0.003%.

La teoria de Wilson-Sommerfeld

El acierto de la teoria de Bohr acentu6 el caracter misterioso de sus postulados basicos, uno de
los cuales es la relacion entre la cuantificacion de Bohr del momento angular y la cuantificacion
de Planck de la energia total de un oscilador armonico simple. Este asunto se aclaré en 1916
cuando Wilson y Sommerfeld enunciaron una regla de cuantificacion para cualquier sistema cu-
yas coordenadas varian periodicamente con el tiempo. Esta regla permitié ampliar el dominio
de aplicacion de la teoria cudntica e incluye como casos particulares las cuantificaciones de
Planck y Bohr. La podemos enunciar asi:
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Regla de cuantificacion de Wilson-Sommerfeld.:
en un sistema cuantico, toda coordenada ¢ que varia peridodicamente en el tiempo satisface
la condicion de cuantificacion

fpgda =ngh , ng=123,... (5.25)

donde py es el impulso asociado a g, y la integracion se efectua sobre un periodo.

Vamos a verificar que las reglas de Bohr y de Planck son casos particulares de la (5.28).

Si una particula se mueve en una orbita alrededor de un centro de fuerzas podemos describir el
movimiento en el plano de la 6rbita usando las coordenadas polares 7y 6, donde 7 es la distancia
al centro y 6 es el angulo medido desde una direccion fija. El impulso conjugado a r es p, = mr
y el impulso conjugado a 6 es el momento angular L =mr 29, que es una constante del
movimiento.

Cuando la particula realiza un movimiento circular uniforme con radio Iy no es necesario aplicar
la condicion (5.25) a la coordenada radial, pues p, = 0. La aplicacion de (5.22) a la coordenada
angular nos da

qudq =de6 = 2aL = nyh (5.26)

Podemos escribir la (5.26) en la forma

L = nyh (5.27)

que es precisamente la condicion de cuantificacion de Bohr (5.9) si identificamos ny con n.
Consideremos ahora el caso de una particula que realiza oscilaciones armoénicas con la frecuen-
cia v. La posicion de la particula se especifica dando la coordenada x, que cumple

X = XgSen(2avt + @g) = XgSen(wt + ¢g) (5.28)

donde X es la amplitud de la oscilacion y ¢ es la fase inicial. El impulso de la particula es
P = MX = 27viIMX,COS(27Vt + @) = WMXyCOS(wt + @) (5.29)
La condicion de Wilson-Sommerfeld nos dice entonces

fPqdq ={pdx =nh (5.30)

El calculo de la integral nos da

1 T=2nlw T
fpdx = P fpzdt = a)zmngcosz(a)t + ) dt
0 0

. (5.31)

= oMX3 fcosz(a)da = TOMX§ = E
v
0
donde
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E = Lw2mx§ (5.32)

es la energia total del oscilador. Usando la (5.31) en la (5.30) obtenemos finalmente

E = nhv (5.33)
que es precisamente la condicion de cuantificacion de Planck.

Orbitas elipticas y la teoria relativistica de Sommerfeld

Si quitamos la restriccion que el movimiento del electron sea circular, tenemos que aplicar las
condiciones (5.25) no s6lo al movimiento azimutal, sino también al movimiento radial. Se obtie-
nen entonces dos condiciones de cuantificacion:

deB =2aL =nyh fprdr =nh (5.34)
La primera de ellas nos da la condicion de cuantificacion del momento angular que ya conoce-
mos para las orbitas circulares:

L = ngh y ne =l,2, 3,... (535)

La segunda condicién (que no se aplica a las drbitas circulares) nos lleva después de algunas
cuentas a una relacion entre los semiejes a y b de la elipse:

%%_g=mh, n=012.. (5.36)

Conviene ahora definir el numero cudntico principal n como

N=ny +n (5.37)

que coincide con el Unico numero cuadntico que usamos para tratar las orbitas circulares. De
acuerdo con (5.35) y (5.36) n puede tomar los valores

n=1,23... (5.38)

Para un valor fijo de n, el numero cudntico azimutal n, puede tomar los valores

np=12...,n (5.39)

y el numero cuantico radial n, vale entonces

N =N-ny (5.40)

Usando las formulas de la Mecanica para el movimiento en un campo de fuerzas centrales, se
puede mostrar entonces (omitimos los detalles por brevedad) que
n2n? Ny uz?e*
=——2 » b=a—> , E=-7 5>
uze n 2n“h

(5.41)
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donde u es la masa reducida del electrén.

Se puede ver que (salvo por la sustitucion u — M) la primera de estas ecuaciones es idéntica a
la (5.11), que da el radio de las orbitas circulares de Bohr; la segunda muestra que la forma de
las o6rbitas depende del cociente ny /N y la tercera equivale a la (5.16). Por lo tanto para cada
valor del numero cuantico principal hay » diferentes orbitas permitidas, que difieren por el valor
del niimero cuéntico azimutal. Una de ellas, la que corresponde a Ny = N, es la orbita circular de
Bohr y las otras son elipticas. Todas esas n orbitas tienen el mismo valor de la energia, pues £
depende solo del numero cudntico principal. Esta circunstancia se expresa diciendo que el co-
rrespondiente nivel de energia esta degenerado.

La degeneracion de los niveles de energia correspondientes a las orbitas con el mismo » y dife-
rente Ny es consecuencia de que la fuerza de Coulomb depende de la inversa del cuadrado de la
distancia, y de que tratamos el problema como no relativistico. Por eso esta degeneracion se
suele denominar “accidental”. Si se calculan las correcciones relativisticas, cosa que hizo
Sommerfeld, la degeneracion se rompe y los niveles de energia del mismo » pero diferentes ny
se separan, dando lugar a lo que se llama la estructura fina del espectro del hidrogeno.

ng n
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Fig. 5.4. Estructura fina de algunos niveles del 4tomo de hidrégeno. Se

ha exagerado la separacidon para hacerla visible. Las flechas de trazos

indican transiciones que no se observan.
Puesto que V/C=a ~1072, como ya vimos, las correcciones relativisticas son del orden de
(v/c)? = a® =107*. El calculo es largo y tedioso, pero se puede mostrar que

252
e (i-i)} (5.42)
n \ng 4n

m.Z%e*
2n%h?

E--
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Vemos entonces que la separacion de los niveles degenerados es proporcional a a?. Ese es el
motivo por el cual a recibié el nombre de constante de la estructura fina, aunque como veremos
mas adelante su significado es mucho mas general. En la Fig. 5.4 se ve la estructura fina de los
primeros niveles del atomo de hidrégeno. Las flechas indican las transiciones que producen las
lineas espectrales. Las que se observan en el espectro estan indicadas con lineas llenas, y con
lineas punteadas se indican transiciones que no se observan experimentalmente. Los numeros de
onda de las lineas, calculadas a partir de la (5.42), concuerdan muy bien con los observados.
Examinando la figura se ve que sélo se producen las transiciones para las cuales

Ang =ny -y ==1 (5.43)

La ec. (5.43) se denomina regla de seleccion.

El principio de correspondencia

La existencia de reglas de seleccion no se explica por medio de la teoria que hemos desarrollado
hasta ahora y por ese motivo, buscando darles una justificacion teérica, Bohr introdujo en 1923
un postulado adicional:

Principio de correspondencia:

* Para todo sistema fisico, las predicciones de la teoria cuantica deben corresponder a las
predicciones clasicas para valores grandes de los nimeros cuanticos que especifican al
sistema.

* Una regla de seleccion vale para cualquier valor del nUmero cuanticoespon-
diente. Por lo tanto toda regla de seleccion que se aplica en el limite at&agiande)
se aplica también en el dominio cuantingpéquenio).

Es obvio que las predicciones de la teoria cuantica deben corresponder a las predicciones clasi-
cas en aquél limite en que el sistema se comporta cladsicamente. La primera parte del principio de
correspondencia expresa que ese limite se encuentra en el dominio de los nimeros cuanticos
grandes, y se apoya en hechos conocidos, como por ejemplo que la teoria de Rayleigh-Jeans del
espectro del cuerpo negro concuerda con la teoria de Planck para v pequefo. A partir de la ec.
(4.11) se ve que

lim, & = lim, g -1 kT (5.44)
e —_
y por lo tanto
¢ =nhv — KT (5.45)

de modo que el valor promedio del nimero cudntico que especifica la energia de las ondas elec-
tromagnéticas de frecuencia v debe aumentar a medida que disminuye v.

La segunda parte del principio de correspondencia es una hipdtesis razonable, pues no parece
logico que una regla de seleccidon valga solo para un dominio limitado del numero cuantico in-
volucrado.

A modo de ejemplo, podemos aplicar el principio de correspondencia a un oscilador armoénico
simple de frecuencia v, cargado eléctricamente. De acuerdo con la teoria cuantica los estados de
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energia de este sistema estan dados por la ecuacion E, =nhv, y las teorias cuantica y clasica
coinciden para N — . Puesto que el oscilador estd cargado puede emitir o absorber radiacion
electromagnética. De acuerdo con la teoria clasica, el sistema emite radiacion de frecuencia v
debido al movimiento acelerado de la carga. De acuerdo con la teoria cuantica, el oscilador
emite un foton de frecuencia v' = (E - Ef)/h=(n, — n;)v cuando efectiia una transicion desde
el estado N, al estado Nng. Por lo tanto, la primera parte del principio de correspondencia requiere
que v' = v y en consecuencia en el limite clasico se debe cumplir la regla de seleccion

Anenis'én =N; —Nn = -1 (546)

Aplicando un razonamiento semejante a la absorcion de radiacion se llega a la conclusion que en
el limite clasico se cumple la regla de seleccion

ANgpsorcion = Ng =Ny = +1 (5.47)

La segunda parte del principio de correspondencia nos dice que las reglas de seleccion (5.46) y
(5.47) valen en todo el dominio cuantico. El estudio del espectro vibracional de moléculas dia-
tomicas muestra que en efecto esto es cierto.

Mediante el estudio de los espectros atobmicos y moleculares se encontraron empiricamente nu-
merosas reglas de seleccion, gran parte de las cuales se pudieron entender aplicando el principio
de correspondencia, aunque a veces surgieron ambigiiedades.

Se debe notar, sin embargo, que la teoria cuantica moderna no precisa invocar el principio de
correspondencia para explicar las reglas de seleccion, pues éstas surgen como consecuencia de
leyes generales de conservacion, sin necesidad de postulados adicionales.

El experimento de Franck y Hertz

La confirmacion directa que los estados de energia del 4&tomo estan cuantificados provino de un
sencillo experimento realizado en 1914 por James Franck y Gustav Hertz. En este experimento
(Fig. 5.5a) un catodo caliente C emite electrones que son acelerados hacia un anodo 4 en forma
de grilla por una diferencia de potencial V, y pasan a través de él para ser recogidos por una
placa colectora P, que estd a un potencial Vp =V -V, . El dispositivo contiene el gas o vapor de
los atomos que se quiere investigar, a baja presion. El experimento consiste en determinar la co-
rriente / debida a los electrones recogidos por la placa como funcion de V.

El primer experimento se realiz6é con vapor de Hg, y los resultados se muestran en la Fig. 5.5b.
Se observa que para V' pequefo, / aumenta con V, pero cuando se llega a 4.9 V la corriente cae
abruptamente. Esto indica que cuando alcanzan una energia cinética de 4.9 eV, los electrones
comienzan bruscamente a interactuar con los &tomos de Hg, y una fraccion importante de ellos
pierde toda su energia cinética al excitar los atomos. Si V' es apenas mayor que 4.9 V, este pro-
ceso de interaccion ocurre justo delante de 4 y los electrones que han perdido su energia cinética
ya no la pueden recuperar en el resto de su viaje hacia el anodo; por lo tanto son rechazados por
el potencial de frenamiento V, y no llegan a la placa. La caida abrupta de / cuando V =49V
indica que los electrones de menos de 4.9 eV no pueden transferir su energia a los &tomos de Hg.
De esto se concluye que los niveles de energia del atomo de Hg estan cuantificados, y que 4.9
eV es la diferencia de energia entre el estado fundamental y el primer estado excitado.
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C 4 p N\ Si esta conclusion es correcta, debe existir
en el espectro de emision del Hg una linea
que corresponde a la transicion del primer
estado excitado al estado fundamental, con
una frecuencia dada por v =(4.9¢eV)/h, lo
que corresponde a una longitud de onda de
2536 A. Eso fue lo que observaron Franck y
Hertz, quienes comprobaron que mientras
M V <4.9¢eV el vapor de Hg no emite ninguna

linea espectral, pero cuando el potencial es

Vapor de Hg

V=, ligeramente mayor el espectro muestra una

@ tinica linea de emision de 2536 A.
El experimento de Franck y Hertz es una
clara prueba que los estados de energia del
I atomo de Hg estan cuantificados, y permite
medir directamente las diferencias de ener-
gia entre los estados cuanticos. Si se ex-
tiende el estudio a diferencias de potencial
mayores aparecen, en efecto, otras bruscas
caidas de la corriente. Algunas de éstas se
! | | | I I deben a que si V es suficientemente grande,
5 10 V' en su recorrido de C a 4 los electrones pue-
(b) den excitar dos o mas veces el nivel de 4.9
eV, pero otras caidas se deben a la excita-

Fig. 5.5. Experimento de Franck y Hertz: cion de estados diferentes. A partir de los
(a) esquema del dispositivo, (b) resultados.

valores de V correspondientes a estas caidas
se pueden determinar las diferencias de energia entre esos estados y el estado fundamental.

Otra manera de determinar experimentalmente el esquema de niveles de un atomo es medir su
espectro, para construir un conjunto de niveles compatible con el mismo. Esto no es facil en la
practica, puesto que el espectro, y por lo tanto el esquema de niveles, suele ser muy complicado.
Por otra parte, el método espectroscopico tiene la virtud de ser muy preciso.

Toda vez que las diferencias de energia entre estados atomicos se determinaron por ambos
métodos, el espectroscopico y el de Franck y Hertz, los resultados fueron coincidentes.

Por encima del estado discreto mas alto, es decir para E = 0, estan los estados de energia que
consisten de un electron no ligado y un atomo ionizado. La energia del electron libre no esta
cuantificada, por lo tanto los estados del electrén con E = 0 forman un continuo. Es posible ex-
citar el atomo desde el estado fundamental hasta un estado del continuo, si se suministra a un
electrén una energia mayor que la energia de ionizacion, que para el atomo de Hg es de 10.4 eV
(13.6 eV para el atomo de hidrégeno). También es posible el proceso inverso, esto es que un
atomo ionizado capture un electrén libre en uno de los estados ligados del &tomo neutro. En este
proceso se emite radiacion de una frecuencia mayor que la que corresponde al limite de la serie
correspondiente al nivel en cuestion. El valor exacto de la frecuencia depende de la energia ini-
cial E =0 del electron libre, y puesto que E puede tener cualquier valor, el espectro tiene una
parte continua mas alla del limite de la serie. Esto se puede observar en el caso del Hg, aunque
con dificultad.
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Constantes fundamentales y escalas de la Fisica Atomica

Lo que hasta ahora hemos visto acerca de la fisica del &tomo y de la interaccion entre la radia-
cion electromagnética y la materia nos muestra que en ellas intervienen cuatro constantes fisicas
universales:

Constantes fundamentales de la Fisica Atomica:

+ €, el cuadrado de la carga eléctrica fundamemtal4.80321x 10°1° u.e.3.
s C=299792458x10'° cm/s, la velocidad de la luz

s m,=9.1093897 x 10?8 g, la masa del electrén

* 7 =1.05457x10"%' ergs, la constante de Planck

En el sistema Gaussiano, y tomando como dimensiones fundamentales longitud (L) tiempo (7) y
energia (E), la dimensionalidad de esas constantes es:

[]=EL , [c]=LT? |, [m]=EL2T2 , [n]=ET (5.48)

En virtud del Teorema Pi, hay una unica combinacién adimensional independiente de estas cua-
tro constantes, que es la constante de la estructura fina

eZ

o = =1/137.0359895 (5.49)

Con las tres constantes clasicas €, ¢, M, podemos formar una longitud caracteristica que es el
radio clasico del electron

eZ

fo=—— =2.817938x 1073 cm (5.50)
m.C
un tiempo caracteristico
e2 f 23
T=——73=-2=0939963x10"%s (5.51)
mec°® C

y una energia caracteristica, que es el equivalente de la masa en reposo del electrén:

£ = mC? (5.52)

Todas las longitudes caracteristicas que aparecen en la teoria se pueden entonces expresar en
términos de Iy y o
* lalongitud de onda Compton del electrén

re=2c_ " _To_(386159%10"20 cm (5.53)
2T ML «a

¢ el radio de Bohr
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2
_ " _ T _0500177x10°8 cm (5.54)
=) 2

* lalongitud de onda caracteristica del espectro atbmico

2073 2 3
~ ;2&; = Zznz Ro  Ro=—t =10 _725163x107 cm (5.55)

3=

Vemos en consecuencia que las longitudes caracteristicas de los fendémenos de escala atdmica
que involucran electrones y radiacion electromagnética guardan entre si relaciones de escala de-
terminadas por la constante de la estructura fina a. Concretamente:

foihc:ay:kg=liat:a?:a73 (5.56)

Relaciones analogas existen entre los tiempos y energias caracteristicas. Estas relaciones tienen
un caracter fundamental pues provienen de las propiedades de la interaccion electromagnética y
la naturaleza cuantica de los fendmenos atdmicos, y son independientes de la particular teoria
que los describe.

Critica de la Teoria Cuantica Antigua

Hemos visto en este Capitulo que la teoria de Bohr y su extension por Wilson y Sommerfeld,

que constituyen la Teoria Cuantica Antigua, tuvieron importantes éxitos. Sin embargo debemos

sefialar las siguientes limitaciones y defectos:

* Lateoria se aplica solamente a sistemas periddicos en el tiempo, lo que excluye muchos sis-
temas fisicos.

* Permite calcular las energias de los estados permitidos y las frecuencias de la radiacion emi-
tida o absorbida en las transiciones entre esos estados, pero no predice el tiempo caracteris-
tico involucrado en una transicion.

* Solo se aplica a los atomos con un electrén, y aquellos que tienen muchos aspectos en comun
con los &tomos de un electron (como los metales alcalinos), pero falla si se la intenta aplicar
al atomo de helio, que tiene dos electrones.

* Por ultimo, la teoria no es intelectualmente satisfactoria, pues se mezclan en ella de forma
arbitraria aspectos clasicos con aspectos cuanticos.

Puesto que algunas de estas objeciones son de caracter fundamental, los fisicos de la época se

esforzaron por desarrollar una nueva teoria cuantica que no padeciera estas limitaciones ni fuera

pasible de objeciones. Este esfuerzo logro el objetivo cuando Werner Heisenberg en 1924 (y

luego Max Born y Pascual Jordan) propuso su dindmica de matrices y Erwin Schrodinger en

1925, apoyandose en una idea propuesta en 1924 por Louis-Victor de Broglie, desarrolld la me-

canica ondulatoria. Pese a que su forma es muy distinta, las teorias de Heisenberg y de

Schrodinger son completamente equivalentes y su contenido es idéntico, como fue demostrado

por Schrodinger. El planteo axiomatico de la Mecanica Cuantica se completdé poco después por

medio de la teoria de las transformaciones de Paul A. M. Dirac y Pascual Jordan. Pero de eso

nos ocuparemos en los proximos capitulos.
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6. Propiedades ondulatorias de la materia

6. PROPIEDADES ONDULATORIASDE LA MATERIA

El postulado de Broglie

El desarrollo de la Mecanica Cuantica comenzé con una idea muy simple pero revolucionaria
que fue expuesta en 1924 por Louis-Victor de Broglie en su Tesis Doctoral. Inspirado por el
comportamiento dual onda-corpusculo de la radiacion, de Broglie especul6 sobre la posibi-
lidad que también la materia tuviera un comportamiento dual, esto es que las entidades fisicas
que consideramos como particulas (electrones, atomos, bolas de billar, etc.) pudieran en
determinadas circunstancias manifestar propiedades ondulatorias.

Hemos visto que la naturaleza corpuscular de la radiacion electromagnética se pone en evi-
dencia cuando se estudia su interaccion con la materia (emisioén y absorcion, efecto fotoeléc-
trico, efecto Compton, creacion y aniquilacion de pares, etc.). Por otra parte, su naturaleza
ondulatoria se manifiesta por la forma con que se propaga, dando lugar a los fendmenos de
interferencia y difraccion. Esta situacion se puede describir diciendo que la radiacién elec-
tromagnética es una onda que al interactuar con la materia manifiesta un comportamiento
corpuscular. Con igual derecho podemos también decir que consta de particulas (los fotones)
cuyo movimiento estd determinado por las propiedades de propagacion de ciertas ondas que
les estan asociadas. En realidad ambos puntos de vista son aceptables. Pensando en términos
de la segunda alternativa y razonando por analogia, de Broglie exploro6 la idea que el mo-
vimiento de una particula esta gobernado por la propagacion de ciertas ondas piloto asociadas
con ella. Ciertamente, es muy sugestivo el hecho que la constante de Planck juegue un rol
crucial, tanto para el comportamiento de los electrones del atomo (como lo muestra clara-
mente el éxito de la teoria de Bohr) como para la interaccion de la radiacién con la materia.
En el caso de la radiacion, 4 esta vinculado con los aspectos corpusculares de la misma. No es
absurdo entonces especular sobre la posibilidad que en el caso de una particula como el elec-
tron, & esté relacionado con alguna clase de comportamiento ondulatorio.

Cuando de Broglie publico su trabajo aun no se habian observado comportamientos ondula-
torios asociados con el movimiento de una particula, aunque el tema habia sido investigado en
varias ocasiones. Pero esta falta de evidencia no es excluyente, pues si en esas ocasiones la
longitud de onda de las ondas piloto hubiese sido muy corta no hubiera sido posible observar
los aspectos ondulatorios. Esta situacion se da también en la Optica, donde para observar in-
terferencia o difraccion es preciso que las diferencias de caminos Opticos sean del orden de la
longitud de onda de la luz empleada. Cuando esto no ocurre, la propagacion de la luz se puede
describir adecuadamente mediante la 6ptica geométrica, que es en esencia una teoria corpus-
cular.

Para determinar la longitud de onda de las ondas piloto, de Broglie procedi6 por analogia a lo
que se hace con la radiacion electromagnética, considerada como un conjunto de fotones. De
acuerdo con la ecuacion de Einstein, la frecuencia de un foton de energia E es

v=E/h (6.1)

La longitud de onda se calcula mediante la relacion usual

A=vilv (6.2)
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donde Vs es la velocidad de fase de la onda. Para el caso del foton, V¢ = ¢ de modo que

A=clv=hc/E (6.3

Recordando que la cantidad de movimiento del foton es p = E/c, tenemos que

A=hlp (6.4)

En consecuencia, por analogia con las ecs. (6.1) y (6.4), se puede formular el

Postulado de Broglie:
La longitud de onda y la frecuencia de la onda piloto asociada a una particula de im-
pulso p y energia relativistica total £ estan dadas por

A=hlp , v=E/h (6.5)

y el movimiento de la particula esta regido por la propagacion de las ondas piloto.

La longitud de onda de la onda piloto se llama longitud de onda de Broglie de la particula.

Algunas propiedades de las ondas piloto

En la descripcion del movimiento de la particula por medio de la onda piloto estd implicita la
hipdtesis que la posicion de la particula estd determinada por la onda, en el sentido que la
probabilidad de encontrar la particula en un dado lugar esta relacionada con la amplitud de la
onda en ese lugar. Si bien aiin no conocemos la ecuacion que rige la propagacion de la onda
piloto, podemos hacer algunas afirmaciones sobre su comportamiento, basadas en las propie-
dades generales de las ondas. Para simplificar trataremos una sola dimension espacial, pues la
generalizacion a tres dimensiones es obvia. En primer lugar, para que se puedan presentar in-
terferencia y difraccion, las ondas piloto deben cumplir el principio de superposicion. Por lo
tanto podemos construir paquetes de onda de la forma:

+00
W(xt)= [AK)e 7 kx-ngk (6.6)

—00

que es una superposicion de ondas planas del tipo'

lIIk’ — ei(k’x—a)’t) (67)

con una distribucion espectral dada por la funcion real A(K') y fases ¢(k'), donde

k'5%=% , w’=a)(k’)=2m/’=% (6.8)

"El lector no se debe sentir incomodo porque ¥(x,7) y W, sean complejas. Es mas sencillo para el calculo usar
exponenciales imaginarias en lugar de senos o cosenos y de Ultimas, si se desea, se puede siempre tomar la parte

real de Y(x,f) y ¥;. Ademas, veremos en el Capitulo 7 que las ondas asociadas con las particulas son complejas.
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Como E'=m'c?y p'=mV (donde m' = My /[1+ (V' /¢)?]Y2, my es la masa en reposo de la
particula y V' su velocidad), cada onda monocromatica (6.7) se propaga con la velocidad de
fase

Vi=—=—=— (69)

La (6.9) muestra que V¢ no coincide con la velocidad de la particula y es mayor que ¢, pero
éste no es un inconveniente, pues el movimiento de una particula localizada esta descripto por
el grupo (6.6) y no por las ondas monocromaticas (6.7), que no estan localizadas sino que se
A extienden a todo el espacio. Es impor-

tante observar que V; depende de £, lo
que implica que hay dispersion y por
lo tanto el grupo de ondas se distor-

v siona y se ensancha a medida que se

propaga. En esto las ondas piloto difie-

A\//\ T ren de las ondas electromagnéticas en
\/ \/ X el vacio, para las cuales la velocidad

de fase ¢ no depende de &, y por lo
tanto un paquete de ondas se propaga
sin cambio de forma.

Supongamos que la distribucion es-
pectral A(K’) tiene su maximo en
Fig. 6.1. Paquete de ondas. k' =k y difiere de cero sélo para K’
proximo a k. En tal caso, las inicas contribuciones significativas en la superposicion (6.6)
provienen de los valores de k' proximos a k. El paquete tendra la forma representada (cuali-
tativamente) en la Fig. 6.1 y estard localizado en el lugar donde las diferentes ondas planas
con k' =k + K" (donde k" << k) que lo componen estan en fase. Calculamos entonces la fase,

conservando términos lineales en K" y despreciado las potencias superiores; resulta:

k'x = (Kt = p(K') = (K + K")X = (K + K")t = po(K + K")

dw (6.10)

[ AN
=kx—a)(k)t—<p(k)+Lx—Wt—(?—s) k
k

La posicion del paquete esta dada por el valor de x para el cual se anula el coeficiente de k"
en la (6.10), esto es:

Jw dp acp)
§ (ak’)k +(ak’)k gt % (ak' ‘ (61D

La (6.11) muestra que el paquete se desplaza con la velocidad de grupo, dada por

Jw JE
V= — = — 612
9 ( 07k,) Kk P ( )
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Ahora bien, de E? = ¢?p? + mgc? resulta

E_2P (6.13)
o E

y puesto que E =mc?y p=mv, donde v es la velocidad de la particula, obtenemos que

g=V (6.14)
esto es, el grupo se desplaza con la velocidad de la particula, como debe ser para que la des-
cripcion del movimiento dada por la onda piloto sea consistente. Notar que de (6.9) y (6.14)

se obtiene que Vgv¢ = ¢

El experimento de Davisson y Germer

Claramente, los aspectos ondulatorios del movimiento de una particula s6lo se manifiestan si
la longitud de onda de Broglie (6.5) es del orden de magnitud de alguna dimension caracte-
ristica del experimento y dada la pequefez de 4, esto no es facil de conseguir. Por ejemplo,
una particula de polvo cuya masa es de 10" gy que se desplaza con una velocidad de 1 cm/s
tiene una longitud de onda de Broglie del orden de 107> cm, que es despreciable en compara-
cion con el tamafo de cualquier sistema fisico (recordemos que el ntcleo atomico tiene un
radio del orden de 10™'* cm). Por consiguiente no se puede verificar el postulado de Broglie
estudiando el movimiento de particulas macroscopicas.

Consideremos ahora un electron de 10 eV de energia, que es del orden de magnitud de la
energia cinética del electrén en un atomo de hidrégeno. En este caso resulta

A =39x10"8 cm (6.15)

que si bien es pequeiia, es del orden del tamafio de un 4&tomo y por lo tanto de la distancia in-
teratomica en un cristal. Esto sugiere que cuando un haz de electrones se refleja sobre un
cristal, o lo atraviesa, se pueda observar la difraccion de la onda piloto.

Los primeros en observar este efecto fueron Clinton Davisson y Lester Germer, en 1927. En
su experimento hicieron incidir un haz de electrones de 54 eV (cuya longitud de onda de
Broglie es de 1.67 A) sobre la superficie de un cristal de niquel (distancia interatdmica
d=215A), y midieron la cantidad N(8) de electrones dispersados a distintos angulos 6.
Encontraron que N(8) tiene un pico para 6 = 50° (ver Fig. 6.2). Este resultado prueba cuali-
tativamente el postulado de Broglie. En efecto, el pico sélo se puede explicar como el efecto
de la interferencia constructiva de las ondas dispersadas por los &tomos regularmente espacia-
dos sobre la superficie del cristal. Se debe observar que se trata de la interferencia de las on-
das asociadas a un unico electron, y que provienen de varias partes del cristal. Esto se puede
demostrar empleando un haz de intensidad tan pequefia que en todo instante un unico electron
esta viajando en el aparato; en este caso se observa que la distribucion angular de los
electrones dispersados no cambia.

Los resultados de Davisson y Germer también confirman cuantitativamente el postulado de
Broglie. Recordemos la conocida férmula de la red de difraccion (ley de Bragg):
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dsené = nA (6.16)

Si suponemos que el pico a 50° corresponde a difraccion del primer orden (n=1) la (6.16)
nos da A =1.65A, que dentro de la precisién del experimento concuerda con el valor de la
longitud de onda calculada mediante la (6.5). Para voltajes de aceleracion mayores se puede
observar también un segundo pico (correspondiente a n = 2).

N(6)

(a) (b)
Fig. 6.2. Difraccion de electrones: (a) esquema geométrico, (b) resultados.

En 1928 George P. Thomson (hijo de J. J. Thomson) observo la difraccion de electrones en la
transmision a través de cristales. Poco después, Immanuel Estermann, Otto Frisch y Otto
Stern encontraron efectos de difraccion al dispersar atomos de He en la superficie de un cris-
tal de LiF. Desde entonces se observaron muchos otros ejemplos de estos efectos, y la validez
del postulado de Broglie quedo6 confirmada mas alla de toda duda.

Vamos a ver ahora que las propiedades ondulatorias del electron permiten identificar las ra-
zones fisicas detras de los hasta entonces misteriosos postulados de la teoria de Bohr y
Sommerfeld (Capitulo 5).

Interpretacion de la regla de cuantificacion de Bohr

La longitud de onda de Broglie de un electron cuya energia cinética es del orden de la energia
cinética del electron en el 4&tomo de hidrogeno, es del mismo orden de magnitud que el
tamafo del &tomo. Por ese motivo es sensato esperar que las propiedades de las ondas piloto
sean de fundamental importancia para el movimiento del electron dentro del 4&tomo. Por otra
parte hay una importante diferencia entre el movimiento de una particula libre que hemos
considerado hasta ahora y el movimiento del electron en un estado ligado. En el caso de una
particula libre la onda piloto es una onda viajera. En el caso de un electron que recorre repe-
tidamente una orbita, cabe esperar que la onda asociada sea estacionaria.

En 1924 de Broglie mostr6 que las propiedades de las ondas estacionarias permiten interpretar
la regla de cuantificacion de Bohr del momento angular

L=mw=pr=nh/2r , n=123... (6.17)
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En efecto, si sustituimos en esta ecuacion la expresion del impulso p=h/A, obtenemos

27 = NA (6.18)

es decir: la circunferencia de las orbitas permitidas contiene un numero entero de longitudes
de onda de Broglie. Este es el significado de la condicion de cuantificacion de Bohr.

Si pensamos que el electron recorre reiteradamente su oOrbita, la (6.18) es precisamente la
condicion necesaria para que la onda piloto asociada al movimiento del electrén se combine
coherentemente consigo misma en sucesivos recorridos, de manera que se forme una onda
estacionara. Si se violara esa condicidn, al cabo de cierto numero de vueltas, la onda piloto
interferiria destructivamente consigo misma y su intensidad total se anularia. Puesto que la
intensidad de la onda piloto se relaciona con la probabilidad de encontrar la particula, esto
implica que el electron no se puede encontrar en una orbita que no cumpla la (6.18).

Mas en general, en el caso de una particula que efectia un movimiento periddico se puede de-
mostrar lo mismo. Por consiguiente llegamos a la

Interpretacion de Broglie de las reglas de cuantificacion de la Teoria Cuantica Anti-
gua:

el requerimiento que la onda piloto asociada sea estacionaria equivale a pedir que el
movimiento de la particula cumpla las condiciones de cuantificacion de Wilson-

Sommerfeld.

Corresponde subrayar la enorme importancia conceptual de la interpretacion de Broglie, que
por fin aclara el origen fisico de las reglas de cuantificacion que hasta entonces era misterioso.
Veremos mas adelante que las propiedades de las ondas estacionarias tienen una importancia
fundamental en la teoria de Schrodinger. Se mostrara que todo estado de energia definida del
electron estd descripto por una onda estacionaria, y de resultas de ello todas las caracteristicas
observables de esos estados son independientes del tiempo, entre ellas la distribucion de la
carga eléctrica. Ese es el motivo porqué un electron no emite ondas electromagnéticas cuando
se encuentra en uno de los estados permitidos del atomo.

El principio de incerteza

La descripcion del movimiento en términos de la onda piloto trae como consecuencia inevita-
ble que no existe ningin estado de una particula en el cual se puedan conocer con exactitud y
simultdneamente su posicion y su cantidad de movimiento. Esto es una consecuencia de pro-
piedades generales de las ondas de cualquier naturaleza (y por lo tanto también de las ondas
piloto), y del hecho que, de acuerdo con la interpretacion de Broglie, la particula esta locali-
zada donde la onda piloto tiene una amplitud no nula.

Para simplificar consideremos el movimiento de una particula libre en una dimension espacial
x (la generalizacion a tres dimensiones es trivial). Supongamos que conocemos con exactitud
la cantidad de movimiento p, de la particula; la relacion (6.4) nos dice entonces que la lon-
gitud de onda de la onda piloto debe ser exactamente A, =h/ p,. La onda piloto es pues una
onda monocromatica que se extiende desde X = - a X = +%, del tipo

p= Adx-e) K =27 /A =p B, w=2av=Elh (6.19)
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Luego una particula cuyo impulso se conoce con exactitud puede tener cualquier posicion.
La onda piloto que describe una particula localizada en el entorno de algun x no puede ser
monocromatica sino que debe ser un paquete del tipo (6.6) (Fig. 6.1), esto es

400
Y= fA(k;)e—W(k’x)ei(kkx-w’ﬂdk; (6.20)

—00

En un instante dado, por ejemplo t = 0, tendremos (recordando las (6.10) y (6.11)) que

+00 +0
W(x,0) = fA(k)’()e‘if/’(kUei"'dek)’( = etilkax=g(ky)] fA(kX+k)’(’)eik”(X‘X0)dk)’(’ (6.21)

Las ondas monocromaticas se superponen en fase en X = Xy y por lo tanto ¥(x,0) es méaxima
alli. Para X = Xg, las diferentes ondas con K; = K, + K; tienen desfasajes dados por K, (X — Xg)
y habra interferencia destructiva cuando |ky(X — Xp)| = 7. Si el ancho de la distribucion es-
pectral del paquete es AK, (esto es, si A(ky +k;) difiere apreciablemente de cero so6lo si
|k [<Aky), su extension espacial AX es entonces (aproximadamente) AX=2mw/Ak,, y en
consecuencia, recordando que p, = 7iK,, resulta

AXAp, = h (6.22)

Este argumento muestra que hay una relacion entre la incerteza de la posicion de la particula
(dada por la extension AX del paquete) y la incerteza de su impulso (dada por el ancho
AK, = Ap, / 1 de la distribucion espectral del mismo).

Se debe notar que la relacion (6.22) es aproximada, porque no dimos aun una definicion pre-
cisade AXy Ap,. Esta definicién depende de la relacion entre ¥ y la probabilidad de encon-
trar la particula en un determinado lugar, que aun no hemos especificado. Veremos en el pro-
ximo Capitulo que dicha probabilidad es proporcional a |lI/|2. Por lo tanto es natural definir
AX como la desviacion standard desde la media, calculada con una distribucion de proba-
bilidad proporcional a [#/|°. De modo andlogo, Ap, se puede definir en términos de |A?.

La herramienta matematica apropiada para manejar expresiones del tipo (6.20) es la transfor-
macion (o integral) de Fourier. La transformada de Fourier de la funcion f(r) se indica con
F(s) y esta definida por

+00

F(s) = % [F(nersr (6.23)

La transformacién de Fourier se puede invertir por medio de la integral de inversion

+00

[ F(s)e'"Sds (6.24)

£(r) =

w’f 2

y se dice que F(S) es la antitransformada de Fourier de f(r). Las transformadas de Fourier
figuran en tablas (ver por ejemplo Gradshteyn y Ryzhik, Tables of Integrals, Series and Pro-

59



6. Propiedades ondulatorias de la materia

ducts, Academic Press, 1980) o se calculan numéricamente. De interés para nosotros son la
transformada de Fourier de una constante, que es proporcional a la funcion delta de Dirac:

fry=1 , F(s)=2n)Y25(5) (6.25)
y la transformada de Fourier de una Gaussiana, que es también una Gaussiana:
f(N=e"122"  F(s)=ae @2 (6.26)

De la (6.25) vemos que el paquete de ondas que describe una particula perfectamente locali-
zada en X =0, es decir, tal que ¥(X) « §(X) se obtiene como una superposicion del tipo
(6.20) con A(ky) = cte., es decir, una superposicion de todos los posibles valores de Ky, y por
lo tanto de p,. Por consiguiente, si una particula esta exactamente localizada en una posi-
cion, su cantidad de movimiento es completamente indeterminada.

El caso de una particula cuya cantidad de movimiento se conoce con exactitud pero su posi-
cion esta completamente indeterminada, y el de una particula cuya posicidén se conoce con
exactitud pero su cantidad de movimiento estd completamente indeterminada son casos ex-
tremos. En general se conoce la cantidad de movimiento con una incerteza Ap, y la posicién
con una incerteza AX. En ese caso, las propiedades de la integral de Fourier permiten encon-
trar la relacion entre AX y Ap,. Por ejemplo, supongamos tener un paquete Gaussiano de an-
cho Ak, esto es

AK,) o g (K 24k)? (6.27)

Entonces la (6.26) muestra que en t = 0, ¥(X) es una Gaussiana de ancho AX:

W(x) o g (X/2807 (6.28)

donde los anchos Ak, y Ak, de las respectivas distribuciones de probabilidad (proporcionales
a WPy |A?) cumplen

AxAk, =1/2 (6.29)

y recordando que ky = p, /7, obtenemos que en t = O un paquete Gaussiano cumple’
AXApy =12 (6.30)
La teoria de la transformacion de Fourier permite demostrar que en general los anchos de

f(r) y de su transformada F(s), definidos como las desviaciones standard desde las medias
(calculadas en términos de |f|* y |F|?), cumplen la relacion

ArAs=1/2 (6.31)

? Se puede mostrar que para tiempos diferentes del inicial, el ancho Ax es mayor.
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donde el signo = se cumple s6lo cuando f(r) y su transformada F(S) son Gaussianas. En ge-
neral la relacion entre las incertezas de la posicion y el impulso de una particula es entonces:

AXAp, = 112 (6.32)

Generalizando lo anterior a tres dimensiones, llegamos al:

Principio de incerteza de Heisenberg:
six, , z son las coordenadas de una particulay p,, py, p, son los respectivos impulsos
conjugados, se cumple que
AXApy = 1l 2
AyApy = 1/ 2 (6.33)
AzAp, = 1l 2

en el caso de coordenadas angulares, entre cada coordenada 6y el correspondiente mo-
mento angular L, se cumple la relacion de incerteza

ABALy = 1/ 2 (6.34)

Observemos que el principio de incerteza no establece restricciones sobre productos del tipo
AXApy, AxAy, Ap,Apy, etc.

La (6.32) establece solamente un /imite inferior al producto AXAp, . Es perfectamente posible
tener situaciones en que AXAp, >> 7i; esto ocurre cuando nuestras mediciones de la posicion
y el impulso no alcanzan la méxima precision posible, compatible con el principio de incer-
teza. Puesto que 7 es muy pequeio, es muy dificil que en una medicion en escala macrosco-
pica AXAp, sea comparable con 7, y por ese motivo el principio de incerteza es irrelevante
en los experimentos de la Mecanica Clasica. Sin embargo, sus consecuencias son muy impor-
tantes cuando se consideran las distancias y los impulsos de los sistemas atomicos y nuclea-
res. Como prueba de ello vamos a mostrar que el tamario del atomo esta determinado por el
principio de incerteza.

Consideremos, para simplificar, un atomo de hidrégeno. Podemos expresar la energia del
electron como la suma de la energia cinética p?/ 2m, mas la energia potencial —€%/r:

E- P € (6.35)

La incerteza de la posicion del electron es Ar =T, y por consiguiente la incerteza de su im-
pulso es Ap =7/ Ar, por lo tanto p? = (Ap)? = 1 /(Ar)?. Sustituyendo en (6.35) obtenemos

h? e?

== 2my(ar)?2  Ar (639

El estado de menor energia se obtiene requiriendo que
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es decir I = a,. Por lo tanto:

6. Propiedades ondulatorias de la materia

€ ___1 (7 _g)_g (6.37)
dar  (Ar)?{ mar
72
Ar = @ =qg (638)

El radio de Bohr, que nos da el tamafo del &tomo de hidrogeno, se obtiene pidiendo que
la energia del atomo tenga el minimo valor compatible con el principio de incerteza.

Interpretacion fisica de Heisenberg del principio de incerteza

En nuestra presentacion, el principio de incerteza surge como una consecuencia matematica

de la hipotesis de Broglie, que asocia a cada particula una onda piloto que describe su movi-

miento. Pero debemos recordar que cuando Werner Heisenberg introdujo en 1927 el principio
de incerteza, sus argumentos no se basaron en la hipotesis de Broglie, sino en las propiedades

corpusculares de la radiacion electromagnética y sus consecuencias sobre el proceso de medi-

cion. De esta forma, Heisenberg puso de manifiesto que existe un limite natural insuperable a
la precision con la que se pueden medir simultdneamente la posicion y el impulso de una

particula, debido a que la medicion de una de estas cantidades inevitablemente perturba a la

observador

AN

>

\/

hv X

particula

Fig. 6.3. Microscopio de
Heisenberg.

particula de modo tal que deja incierto el valor de la otra can-
tidad. Este es el origen fisico del principio de incerteza.

La naturaleza de los argumentos de Heisenberg se entiende si
examinamos un “experimento de pizarrén” ideado por Bohr en
1928. Consideremos el dispositivo de la Fig. 6.3. Con el mi-
croscopio se desea determinar la posicidén instantanea de la
particula, que podemos ver por medio de los fotones que dis-
persa cuando se la ilumina. El poder de resolucion del micros-
copio es A/sena (A es la longitud de onda y a es el semian-
gulo subtendido por el objetivo del microscopio), por lo tanto la
indeterminacion de la medida es

Ax= 2 (6.39)
sena

Supongamos que basta ver un foton para llevar a cabo la me-
dida. Claramente, el microscopio capta el foton cuando éste es
dispersado en un angulo comprendido entre —a y +a. Luego la
incerteza de la componente x del impulso del foton después de
la dispersion es

2hsen
(AP )torgn = 2psenc: = === (6.40)
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pues Proten = N/ A. Ahora bien, como la componente x del impulso del fotoén se puede conocer
exactamente antes de la dispersion (no hace falta conocer la coordenada x del cuanto), la con-
servacion de la cantidad de movimiento implica que la particula adquiere un impulso cuya
magnitud es incierta en una cantidad igual a la incerteza del impulso del foton, es decir

2hsena
Apy = (APy)toton = o (6.41)
Por lo tanto, en el instante de la medicion tenemos que
AxAp, =2h > h (6.42)

Si se usa luz de longitud de onda mas corta, la medida de la posicion es mas precisa, pero al
mismo tiempo aumenta la incerteza del impulso de la particula.

Esta discusion muestra que el principio de incerteza es consecuencia de la cuantificacion de la
radiacion electromagnética, y se origina porque para observar la particula es preciso dispersar
por lo menos un fotén. En otras palabras, es imposible observar la particula por medio de una
iluminacion que le imparta un impulso arbitrariamente pequeno. Debido a la cuantificacion, el
foton es el intermediario indispensable entre la particula y el instrumento de medida, y per-
turba la particula de una manera incontrolable e impredecible. Por lo tanto es imposible, des-
pués de la medida, conocer con exactitud la posicion y la cantidad de movimiento de la parti-
cula. Las relaciones de incerteza (6.32) y (6.33) expresan que la constante de Planck es la me-
dida de la magnitud minima de esa perturbacion incontrolable”.

La relacion de incerteza entre la energia y el tiempo

Consideremos un grupo de ondas del tipo

+00
Y= fA(k)’()e‘i‘p(ki)ei("ix“‘"t)dk)’( . o' =w(k) (6.43)

—00

cuya longitud es AX. El tiempo que necesita el grupo para recorrer la distancia AX es

A= X A (6.44)
Vg Vg

donde Vv, es la componente x de la velocidad de la particula. Por lo tanto At es la incerteza
con la cual se conoce el instante en el cual el grupo pasa por un determinado lugar. Pero
igualmente, podemos interpretar que At es el intervalo de tiempo durante en cual un observa-
dor ubicado en una posicion fija x puede llevar a cabo mediciones sobre la particula.

Por otra parte el grupo es una superposicion de ondas de diferentes Ky, por lo tanto de dife-
rentes frecuencias, y por ende de diferentes energias E' = 7w’ = iw(Ky ). De la relacion

> En el libro de Heisenberg The Physical Principles of Quantum Mechanics (Dover, 1930) el lector puede
encontrar una extensa discusion del principio de incerteza y de numerosos ‘experimentos de pizarrén” que

ilustran su origen fisico.
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Jdo  JE
—=—=(V = V. 645
Ky Ipy (Vg = x (645

resulta que la incerteza en p, implica una incerteza en la energia de la particula, dada por
AE = v, Ap, (6.46)
Tomando el producto de (6.44) por (6.46) y usando la relacion de incerteza AXAp, = #i/2

obtenemos entonces una relacion entre el tiempo At durante el cual se observa la particula y
la incerteza AE de su energia:

AtAE = 1/2 (6.47)

La interpretacion de Heisenberg de la relacion de incerteza (6.47) es mas amplia y se enuncia
de la manera siguiente:

Relacion de incerteza entre la energia y el tiempo:
una medida de la energia de un sistema efectuada durante el tiempo At tiene una incer-

teza AE,y se cumple que AtAE =71/ 2.

Veremos mas adelante ejemplos de situaciones donde se aplica esta relacion de incerteza.

La dispersion de un paquete de ondas
Consideremos un paquete de ondas que describe una particula libre, de la forma (6.6):

+00

W(xt)= [AK)EE-Ddk (6.48)

y sea Ak, es el ancho de la distribucion espectral A(K'). En la (6.48) pusimos ¢(k') =0 de
modo que el grupo esta localizado en X = 0 cuando t =0.
En t =0 la (6.48) se reduce a

W(x,0) = € [AK")eN k" (6.49)

donde k' =k +k". Para estudiar la evolucion temporal del paquete desarrollamos el expo-
nente imaginario de la (6.48) en potencias de K", pero a diferencia de lo que hicimos antes
(ec. (6.10)) vamos a conservar los términos cuadraticos. Tenemos entonces:

2
KX = (Kt = (K + K")X = (K + k")t = kx — o (K)t + (x _ 07_‘;%) K" - %%tk”z
J J (6.50)

— kX = o (Kt + (X = V)K" — ' tk"2
2m

donde para escribir el ltimo renglon usamos que dw/dk =Vy =V = p/m=rnk/m, y por lo
tanto que 92w/ Jk? = i/ m. Sustituyendo (6.50) en (6.48) obtenemos
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(x-vt)k”-itk”2

P(x,t) = ok J A(k’)el[ 2m” k" (6.51)

Comparando la (6.51) con la (6.49) vemos que si ignordramos el término cuadratico en kK" de
la exponencial en el integrando de la (6.51), se tendria que W(x,t) = ey (x - \t,0), esto

es, el grupo se moveria sin cambiar de forma (la fase gk}t

es irrelevante). Es precisamente
el término 7tk”?/2m el que da lugar a la dispersion del grupo, al introducir un desfasaje cre-
ciente con el tiempo entre las diferentes ondas monocromaticas que lo componen. La condi-
cion de interferencia destructiva es ahora

‘Ak/ o - %mk\ . (6.52)

\ /

donde hemos escrito dx; = X — vt para indicar el apartamiento desde el centro del grupo. De la
(6.52) resulta que el ancho del grupo es entonces

Axg = 20% ~ 2 4 iak (6.53)
Ak m
que podemos escribir en la forma
AX z£+@t = AXy + AVt (6.54)
Ap m

La (6.54) muestra que el ancho del paquete crece linealmente con el tiempo desde su valor
minimo AXy = h/Ap para t = 0, dado por el principio de incerteza.

Este resultado es coherente con lo que se obtiene clasicamente. En efecto, en la Mecanica
Clasica, si en t =0 determinamos la posicion de una particula con una incerteza AXy y su
velocidad con una incerteza Av (debido a las limitaciones de los instrumentos de medida),
después de transcurrir un tiempo ¢ la incerteza de la posicion es precisamente la que resulta de
la ec. (6.54). En este sentido, la férmula (6.54) no nos dice nada nuevo. La novedad es que
ahora, a diferencia de lo que ocurre en la Mecanica Clésica, AXy y AV no son independientes
pues estan relacionados por el principio de incerteza AXpAV=~h/m. De resultas de eso la
(6.54) se puede escribir

h
AX = A t 6.55
X = Mo+ (6.55)

De la (6.55) vemos que cuanto menor es la incerteza AXg, tanto mas rapidamente crece AX;.

El principio de complementaridad

El principio de incerteza permite resolver las aparentes paradojas que se originan en la duali-
dad onda-corpusculo de la radiacion y la materia. Si se intenta determinar si la radiacion es
una onda o un corpusculo, resulta que todo experimento que fuerza a radiacion a exhibir su
caracter ondulatorio, al mismo tiempo suprime las manifestaciones de su caracter corpuscular,
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y viceversa. Es decir, en una misma situacion experimental no se pueden observar a la vez los
aspectos ondulatorio y corpuscular. Lo mismo ocurre con la materia. De resultas de ello las
evidencias obtenidas bajo distintas condiciones experimentales no se pueden captar en una
unica imagen, sino que son complementarias, en el sentido que solo la totalidad de los feno-
menos agota la posible informacion sobre el objeto del estudio. Esto es consecuencia de que a
nivel atdmico es imposible separar netamente el comportamiento de los objetos (fotones,
electrones, etc.) de la interaccion con el instrumento de medida, que define las condiciones
bajo las cuales aparece el fenomeno. Esta es la esencia del principio de complementaridad de
Bohr: los conceptos de onda y particula no se contradicen sino que se complementan.
Consideremos, por ejemplo, el experimento de Young de
fuente %’é interferencia de luz por dos rendijas (o en forma equiva-
lente, la interferencia de electrones) cuyo esquema se da
en la Fig. 6.4. La distancia entre las rendijas es d.
Del punto de vista ondulatorio, la onda original se divide
en dos ondas coherentes al pasar por las rendijas, y la su-
perposicion de ambas produce las caracteristicas franjas
de interferencia en la pantalla.
Supongamos ahora que reemplazamos la pantalla por un
mosaico de minusculos fotocatodos, de manera que mi-

d .
<« 5 rendijas ) i ) ..,
diendo la corriente producida por la emision del corres-

pondiente fotoelectron podemos determinar en qué lugar
de la pantalla ha llegado cada foton. Igualmente, la distri-
bucion de los fotoelectrones sigue el mismo patrén de in-
terferencia. Sin embargo, cada foton individual llega a un
lugar bien definido de la pantalla: el del fotocatodo donde
fue absorbido.

Si se piensa en el fotobn como un corpusculo, parece 16gico

pantalla pensar que tiene que pasar o por una, o por la otra de las
rendijas, pero en este caso se plantea una paradoja, pues a
Fig. 6.4. Interferencia por dos primera vista parece absurdo que el movimiento del foton
rendijas. mas alla de las rendijas esté influenciado por la presencia
de la rendija por la cual no paso.
La paradoja proviene de suponer que el foton debe pasar por una rendija o por la otra. Tal
afirmacion no tiene sentido a menos que se determine experimentalmente por cual de las dos
rendijas ha pasado. Sin embargo, resulta que esa determinacion es imposible de lograr, sin
destruir el patrén de interferencia.
En efecto, para determinar por cudl rendija pasa el foton habria que poner un detector en cada
rendija. Pero el detector inevitablemente interactia con el foton y altera la trayectoria que de
otra forma seguiria. El principio de incerteza permite demostrar que si el detector tiene sufi-
ciente resolucion espacial como para poder determinar por cudl rendija pasoé el foton, entonces
la perturbacion que produce en el impulso del foton causa una desviacion que destruye el
patrén de interferencia de dos rendijas.
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Supongamos, para concretar, que con nuestro detector determinamos la coordenada y del fo-
ton con una incerteza

Ay << d. (6.56)

con lo cual podemos asegurar por cual rendija paso.

En este proceso de deteccion hay una interaccion que cambia el impulso del foton; de resultas
de ello la componente y del impulso tendra una incerteza Ap,. Para no destruir el patron de
interferencia, Apy debe ser tal que

Apy/ py << 6 (6.57)

donde p, es la componente x del impulso del foton y 6 es el angulo subtendido desde la ren-
dija por la posicion de un maximo y la del minimo adyacente, que vale

0=2l2d (6.58)

Sustituyendo (6.58) en (6.57) obtenemos

Ap, << pil2d = h/2d (6.59)

pues A = h/ p,. Multiplicando ahora las desigualdades (6.56) y (6.59) obtenemos que la con-
dicién que se debe satisfacer para determinar por cual rendija pasa el foton, sin destruir el
patron de interferencia, es

AyAp, <<h/2 (6.60)

Pero esta condicidn viola el principio de incerteza. Por lo tanto no podemos saber por cudl
rendija paso el foton y al mismo tiempo ver la figura de interferencia. Esto significa que el
problema que nos preocupa es ilusorio.

Veremos luego otros ejemplos en que el principio de incerteza ayuda a resolver conflictos
aparentes entre los aspectos ondulatorios y corpusculares de un ente.
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7. LA TEORIA DE SCHRODINGER

Introduccion

El trabajo de Broglie llamo¢ la atencion de Einstein, quien lo consideré6 muy importante y lo di-
fundio entre los fisicos. Inspirado en las ideas alli expuestas, Erwin Schrodinger desarroll6 entre
1925 y 1926 su teoria de la mecdnica ondulatoria, que es una de las maneras en que se presenta
la Mecanica Cuantica. Corresponde mencionar que casi simultdneamente, Werner Heisenberg
desarroll6 un enfoque alternativo: la mecdnica matricial. En la teoria de Heisenberg no se consi-
deran ondas piloto; en su lugar se manejan las variables dindmicas como x, p,, etc., que se re-
presentan mediante matrices. Los aspectos cudnticos se introducen en dicha teoria por medio del
principio de incerteza, que se expresa por medio de las propiedades de conmutacion de las ma-
trices. El principio de incerteza es en realidad equivalente al postulado de Broglie, y las teorias
de Heisenberg y de Schrodinger son idénticas en contenido aunque de forma aparentemente muy
distinta. Pero esto no fue comprendido en seguida, y en un primer momento hubo acidas polémi-
cas entre los sostenedores de una y otra, hasta que Schrodinger en 1928 demostro la equivalencia
de ambas. Debido a que la teoria de Schrodinger se presta mejor para un tratamiento introducto-
rio no entraremos en los detalles de la teoria de Heisenberg'.

La ecuacion de Schrédinger

Aunque el postulado de Broglie es correcto, no es todavia una teoria completa del comporta-
miento de una particula, pues no se conoce la ecuacion que rige la propagacion de la onda piloto.
Por eso pudimos analizar la propagacion de la onda piloto iinicamente en el caso de una parti-
cula libre y no sabemos ain como tratar una particula sometida a fuerzas. Falta, ademas, una re-
lacion cuantitativa entre la onda y la particula, que nos diga de qué forma la onda determina la
probabilidad de observar la particula en un determinado lugar.

Pese a que el postulado de Broglie es consistente con la relatividad (restringida), Schrodinger se
limit6 a desarrollar una teoria no relativistica’. Ademas abandoné el término “onda piloto” y
llamé funcion de onda a la funcion ¥(Xx,t) y a la onda en si; nosotros usaremos esa terminologia
de ahora en mas. En consecuencia Schrodinger adoptd como punto de partida las ecuaciones

A=hlp (7.1)

v=E/h (7.2)

pero supuso que la energia esta dada por la expresion no relativistica

' El lector interesado los puede encontrar en el libro de Heisenberg ya citado en el Capitulo 6.
? Tenia buenas razones para ello. El desarrollo de la Mecanica Cuantica Relativistica es mucho mas complejo y
dificil y s6lo se pudo completar muchos afios después. La razén fundamental es que en una teoria relativistica
consistente no se pueden introducir fuerzas (que implican accion a distancia) y ademds hay que tomar en cuenta los
procesos de creacion y aniquilacion de materia (ver Capitulo 4). Esto implica que se tiene que cuantificar el campo
electromagnético (y el que describe cualquier otro tipo de fuerzas que se quiera considerar) y los campos que

describen las particulas.

68



7. La teoria de Schrodinger
E=p?/2m+V (7.3)

donde m es la masa en reposo. Esta diferencia en la definiciéon de £ cambia el valor de v. Pero
cabe senalar que los experimentos de difraccion que demuestran la validez de la (7.1), en reali-
dad no dicen nada acerca de la (7.2). Ademas veremos que el valor de v no tiene importancia en
la teoria de Schrodinger. Asimismo, la (7.3) da el valor correcto de la velocidad de grupo para
una particula libre (V = = cte.), pues usando (7.2) resulta

ho = h?k? [ 2m+\, (7.4)

donde k=27/A y w =2mv, y por lo tanto

0]
V,=—=Hhk/m=p/m=v 7.5

La ecuacion que rige la propagacion de las ondas de materia debe satisfacer entonces los si-
guientes requisitos:

* Debe ser consistente con las ecs. (7.1), (7.2) y (7.3), esto éscoh’k?/2m+ V.

* Debe ser lineal etr(x,t), para que podamos superponer funciones de onda y reproducir
efectos de interferencia y difraccibn como los que observaron Davisson y Germer.

* Elimpulso de una particula libre es constante; por lo tanto cudrdd, = cte. la ecuacion
debe tener soluciones de onda viajera como vimos en el Capitulo 6.

Consideremos entonces una particula libre. Para satisfacer el tercer requisito, la describiremos
mediante una onda viajera ¥y que depende del argumento (kx — wt). Puesto que para hacer apa-
recer los factores @y & de la ec. (7.4) hay que derivar la funcion de onda una vez respecto del
tiempo y dos veces respecto de la coordenada, la ecuacidén buscada podria ser de la forma

oh = + Voqlf (7 . 6)

donde a'y f son constantes a determinar. Como la (7.6) es lineal, satisface el segundo requisito.
Es facil ver que ondas viajeras del tipo W = cos(kx — wt) 6 ¥ =sen(kx — wt) no cumplen con
primer requisito, pues no se puede recoger en un factor comun la dependencia espacial y tempo-
ral, como haria falta para obtener la (7.4). Pero con un poco de algebra se ve que una combina-
cion lineal del tipo ¥ = cos(kx — wt) + ysen(kx — wt) permite obtener la (7.4)si y =i, a =y y
B =-1. Lo usual es tomar y = +i, luego o =1i y entonces obtenemos de la (7.6) la ecuacién

in— = -\ (7.7)

que cumple los tres requisitos que estipulamos. La solucion de onda viajera es pues de la forma

W, = cos(kx — wt) + isen(kx — wt) = & (- (7.8)

y como adelantamos en el Capitulo 6 es necesariamente compleja.
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7. La teoria de Schrodinger

La ec. (7.8) se obtuvo para el caso especial V =\j =cte.. Vamos a postular que cuando
V =V(x,t), la ecuacion diferencial que describe la funcidén de onda tiene la misma forma. Se
obtiene asi la

Ecuacion de Schrodinger:

AP (.t 7% 92 (x,t
|h# = —%% + V(X D¥(x,t) (7.9)

Como se ve, es una ecuacion en derivadas parciales lineal y del segundo orden, y a diferencia de
otras ecuaciones diferenciales de la fisica contiene el imaginario i. De resultas de eso sus solu-
ciones son necesariamente funciones complejas.

La (7.9) vale para una dimension espacial. En tres dimensiones la ecuacion de Schrodinger es:

JP(rt)  h?

ih -
2m

V2P (r,t) + V(r, ¥ (r,t) (7.10)

donde V? es el operador Laplaciano.

Interpretacion de la funcion de onda

La funcién de onda ¥W(X,t) es inherentemente compleja y por lo tanto no se puede medir con un
instrumento real. Pero ésta es una caracteristica deseable pues nos impide atribuir a la funciéon de
onda una existencia fisica como (por ejemplo) la de las olas de la superficie del agua. En reali-
dad ¥(x,t) no es mas que un instrumento de calculo que solo tiene significado en el contexto de
la teoria de Schrodinger de la que forma parte. Esto queda de manifiesto claramente si se consi-
dera que la funcion de onda no aparece en la teoria de Heisenberg, y sin embargo los resultados
fisicos de ambas teorias son equivalentes. Veremos mas adelante otras consecuencias de estos
hechos. Pero lo dicho no implica que la funciéon de onda carece de interés fisico. Veremos, en
efecto, que la funcion de onda contiene toda la informacion sobre la particula asociada, com-
patible con el principio de incerteza.

Para obtener esa informacion hay que relacionar ¥(X,t) con las variables dinamicas de la par-
ticula asociada. Como dijimos en el Capitulo 6, hay una relacion entre la intensidad de ¥(x,t)
en un punto (x, #) y la densidad de probabilidad P(x,t) de encontrar a la particula en el entorno
de ese punto. Sin embargo, es obvio que no podemos igualar una cantidad compleja como
Y (x,t) con P(X,t) que es una magnitud real. La relacion correcta entre ¥(X,t) y P(x,t) fue
propuesta en 1926 por Max Born:

Postulado de Born:

si en el instante ¢ se lleva a cabo una medida para ubicar la particula descripta por la fun-
cion de onda W(X,t), entonces la probabilidad P(x,t)dx de que el valor de x se encuentre
entre x y X+ dXes

P(x,t)dx = PP @ (xb) o 711
| [ (P [ (x,0)dx '
todo x todo x

donde " (x,t) indica el complejo conjugado de ¥(x,t).
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Para que el postulado de Born tenga sentido, la integral

Np = [ (XD (x,t)cx (7.12)

todo x

(que se denomina la norma de W) debe existir. En otras palabras, toda funcion de onda aceptable
debe ser de cuadrado integrable, lo que implica que W(X,t) debe tender a cero con suficiente
rapidez para X — =, Se debe notar que las soluciones de onda viajera del tipo (7.8) no son de
cuadrado integrable y por lo tanto no son funciones de onda aceptables. Sin embargo no las va-
mos a descartar pues a partir de ellas, mediante la integral de Fourier, se pueden formar paquetes
que si son de cuadrado integrable y por lo tanto funciones de onda aceptables. Volveremos mas
adelante sobre este tema.

En adelante vamos a suponer que la funcién de onda estd normalizada de modo que la integral
del cuadrado de su modulo (extendida a todo el dominio de la coordenada) es igual a la unidad:

Ny = [P (x)¥(xt)dx = ﬂqf(x,t)Z\dx =1 (7.13)

todo x todo x

cosa que podemos lograr siempre, pues la ecuacion de Schrodinger es lineal y si ¥’ es una solu-
cidén no normalizada, entonces
q]!
f Y ydx
\ todo x

es también solucion y esta normalizada. Ademas mostraremos en breve que si la funcion de onda
esta normalizada en un dado instante ¢, permanece normalizada en todo otro instante t'. En con-
secuencia podemos escribir la (7.11) como

P(x,t)dx = ¥ (x, 1)@ (x,t)dx = |'{f(x,t)|2 dx (7.15)

La cantidad "W = |lI/|2 es siempre real y por lo tanto el postulado de Born no es inconsistente.
Pero esto no prueba todavia la validez de dicho postulado, pues ¥"W no es la unica funcién real
que se puede obtener a partir de ¥'. Sin embargo se puede dar un argumento de plausibilidad del
modo siguiente. La ¥ satisface la ecuacion de Schrodinger

W W’ 9w

ih—=-——F+ V¥ 7.16
ot om ox2 (7.16)

Tomando el complejo conjugado de la (7.16) obtenemos

+VY (7.17)

Ahora multiplicamos la (7.16) por y" yla (7.17) por ¥ y restamos para obtener

2m

* 2 2 2us*
infw 0T T qj*ﬁ'ﬁ’_qﬂ'f; (7.18)
ot ot Jx Ix
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que se puede poner en la forma

(lp W)=——[£(W——q’*£)] (7.19)
a 2m X X
Si ahora definimos la corriente de probabilidad como
I(xt) =£(q,__q,* g) (7.20)
2m X X
la (7.19) se escribe como
®_» .21
ot OX

Esta ecuacion expresa la conservacion de la probabilidad. En efecto, integrando la (7.21) entre
X1y X, obtenemos

92

X fP(X,t)dx = J(Xq,t) = I(X,,1) (7.22)

X1

que nos dice que la variacion de la probabilidad de encontrar la particula en el intervalo (X, X,)
esta dada por el flujo neto de la corriente de probabilidad que entra en dicho intervalo.
Si extendemos el intervalo de integracion a todo x, resulta
+00 +00
d dNy

= [POx =% [ (P (xdx = =0 (7.23)

puesto que ¥ y d¥ /X, y entonces J, se anulan en X = +%. Por lo tanto la (7.23) nos dice que
si la funcion de onda estd normalizada en un dado instante ¢, permanece normalizada en todo
otro instante t'.

La ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo

Cuando V = V(r) no depende del tiempo, la ecuacion de Schrodinger (7.10) admite soluciones
separables de la forma

w(r,t) =y (r)et) (7.24)

La soluciones de la forma (7.24) son una familia de soluciones particulares de la (7.10) que re-
viste particular interés, como veremos ahora.
Sustituyendo (7.24) en (7.10) y dividiendo por 3 (r)¢(t) obtenemos

2
S Ldp)_ 1 (7

o(t) dt  y(r) 2mVZu’(r)+V(r)‘/’(r) (7.25)

El miembro izquierdo de la (7.25) depende solo de ¢ y el miembro derecho depende solo de las
variables espaciales r. Por lo tanto ambos miembros deben ser iguales a una constante C, que se
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denomina constante de separacion, y entonces la ecuacion de Schrodinger se separa en dos
ecuaciones, una para ¢(t) y la otra para y(r):

it do(t) _ I _
Ih¢(t) ot =C , w(r)( 2mv w(r)+V(r)w(r))—C (7.26)

La ecuacion para ¢(t) se integra de inmediato. A menos de un factor constante, la solucion es:
(1) = e ICt/R (7.27)
que es una funcién compleja puramente oscilatoria con frecuencia v = C/h. Recordando que la

(7.2) nos dice que v = E/h, donde E es la energia de la particula, debemos identificar la cons-
tante de separacion C con la energia total £. Luego la segunda de las (7.26) se escribe como la

Ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo:

h2

—2—V21,U(r) +V(r)y(r) = Ey(r) (7.28)
m

Esta ecuacion determina la dependencia espacial y(r) de las funciones de onda separables del
tipo (7.24). Como se ve es una ecuacion del segundo orden, que no contiene factores imaginarios
y por lo tanto sus soluciones no son necesariamente complejas. Sus soluciones Y g(r), que de-
penden del valor de la constante de separacion E, se denominan autofunciones (0 funciones pro-
pias) de la energia, y los correspondientes valores de £ se denominan autovalores (o valores
propios) de la energia.

Finalmente, la funcioén de onda se escribe como

We(r,t) =ype(r)eB/h (7.29)

Veremos en seguida que al resolver la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo (7.28)
solo se obtienen soluciones aceptables para ciertos valores particulares de E. De esta forma apa-
rece la cuantificacion de la energia.

Cuantificacion de la energia en la teoria de Schrédinger

Para ver de manera sencilla como aparece la cuantificacion de la energia, consideremos las solu-
ciones ¥ g(X) de la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo en el caso de una sola
coordenada x. La (7.28) se escribe entonces

h2
e = [VO0 - Ely (730
m

Para que una solucion sea aceptable yy 1, deben ser uniformes, finitas y continuas para todo x,
pues en caso contrario la funcion de onda ¥ violaria alguno de estos requisitos, y entonces la
densidad de probabilidad o la corriente de probabilidad no estarian bien definidas en algtin lugar.
Si ademas E'y V son finitos, entonces la (7.30) nos dice que 1y, es también finita.

Supongamos ahora que resolvemos la (7.30) para un potencial V(X) como se muestra en la Fig.
7.1, por ejemplo por integraciéon numérica. Para eso comenzamos por asignar arbitrariamente un
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valor de £ (como el que se indica en la Fig. 7.1 con la recta horizontal). Vemos asi que los pun-
tos de retorno clasicos X' y X" (determinados por la condicion E = V(X)) dividen el eje x en tres
regiones: X< X' (region I) y X > X" (region III), donde V(X) - E> 0 y por lo tanto ¢, >0,y
X' < X< X" (region II), donde V(x) — E <0 y entonces y/,, < O.

Comencemos por integrar la (7.30) en la
direccion positiva de x a partir del punto
Xp, asignando los valores iniciales de
Y(Xg) Y ¥y (Xg). Dada la linealidad de la
ecuacion (7.30) podemos siempre fijar
Y (Xg) =1, de modo que el tnico parame-
tro que podemos variar para obtener una
solucion aceptable es y, (Xg).

De acuerdo a lo dicho, en la region 1T o
es concava hacia abajo donde vy >0 y
concava hacia arriba donde v < 0. Luego

Fig. 7.1. Diagrama de la energia que muestra la

relacion entre la energia potencial y la energia g . .
total en un caso tipico. En la region III, en cambio, 1 es concava

hacia arriba donde @ > 0 y concava hacia

Y oscila y se mantiene acotada.

abajo donde 1 < 0. Entonces vy se dispara hacia +% (si es positiva) como en la curva (a) de la
Fig. 7.2, o hacia —o (si es negativa) como en la curva (b), y en ambos casos, tanto mas rapida-
mente cuanto mayor es |1,U| Por supuesto ninguno de estos comportamientos es aceptable. Sola-
mente para un unico valor ,(Xg),;;; de y¥4(Xg) se encontrard una ¥ que tenga un comporta-
miento aceptable como el de la curva
WY(x) (c). En este caso v tiende asintdtica-
1 (a) mente al eje x, y cuanto mas se apro-
xima a él, tanto menor es su concavi-
dad, de modo que no se vuelve hacia
arriba. Cuando se resuelve numérica-
mente el problema, v, (Xg);, se de-
termina por prueba y error.
Al integrar la (7.30) desde X en la
direccion negativa de x, en la region |
sucede lo mismo que en la region I11:

(b)

en general 1y se dispara hacia +% o
Fig. 7.2. Intentos de integracion numérica de la ~ hacia —oo, salvo para un unico valor
ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo. 1, (Xg), de ¥, (Xg), que da un com-

portamiento aceptable para X — —oo,

Usualmente tendremos 4 (Xg); = ¥« (Xo); - Por lo tanto la (7.30) no tiene soluciones acepta-

bles para el valor de £ que hemos fijado, pues cualquiera sea el valor de ¥, (Xy) que se elija, y

diverge para X — +%, 0 para X — —%, 0 en ambos casos.

Sin embargo, al repetir el procedimiento con diferentes valores de E, se encuentra en general que

existen algunos valores especiales Ej, E;, Es, ... (ordenados de menor a mayor) para los cuales

se cumple que P4 (Xg); =¥ (X)), ¥ entonces la ecuacion de Schrodinger independiente del
tiempo tiene soluciones aceptables 1(X), ¥ (X), P3(X),.... La Fig. 7.3 muestra (cualitativa-
mente) el aspecto de las tres primeras soluciones aceptables; se ve que en las regiones [ y III el
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comportamiento de todas ellas es semejante, mientras que en la region II se observa que 14(X)
no se anula nunca, 1,(X) tiene un nodo, ¥ 3(X) tiene dos nodos, y asi sucesivamente.
De la Fig. 7.3 y de la ec. (7.30) se puede
ver que E, > E;. Consideremos el punto
Xo donde 11(X) =y(X). De la Fig. se
V() reconoce que

|(1/’2)xx|xo > |(7/’1)xx|xo (7.31)

0 xl’ x:) )Ic” x —> demodo que
V(x0) - Eo| > V(%) - Ey| (7.32)

3l y por lo tanto E, > E;. De manera se-
Fig. 7.3. Las tres primeras soluciones aceptables de ~ mejante se puede ver que Eg > B, etc.
la ecuacion de Schrodinger independiente del tiem- ~ Debe quedar claro que las diferencias de
Po en un caso tipico. energia (E, - E)), (E3-E,), ... etc.
no son infinitesimales, porque las diferencias entre las derivadas segundas de ¥ en Xy son fini-
tas. Por lo tanto los valores permitidos de la energia estdn bien separados y forman un conjunto

P(x)

discreto.
Resulta entonces que la energia de una particula cuya energia potencial es independiente del
tiempo estd cuantificada, pues s6lo para un conjunto discreto de valores Ej, E;, Es, ... de la
energia (que se denominan niveles de energia) hay soluciones aceptables de la ecuacion de
Schrédinger independiente del tiempo.

Lo dicho vale siempre y cuando el valor
E T de la energia total sea tal que haya dos
puntos de retorno. Si V(X) es tal como se

Continuo muestra en la Fig. 7.1, esto es cierto si

Vi E <\, donde Vj es el valor limite que
y alcanza V' cuando X — +%; en este caso

7 E, hay en general un numero finito> de ni-
\\ // E, veles discretos de la energia para los

E, cuales E <V, (Fig. 7.4).
N~ Cuando E >V la situacion es diferente,

¥ » pues hay un unico punto de retorno (el

punto X'), que divide el eje x en las re-
Eig. 7.4. Niveles permitidos de energia en un caso giones I (X< X')y I (X> X). Puesto que
tpico. en la region Il se cumple que
V(X)- E<O, la y oscila y se mantiene finita para X — +%. Pero nuestra discusion anterior

muestra entonces que para cualquier valor de E (E >\,) se puede siempre elegir un valor

* Puede haber excepciones cuando la energia potencial se aproxima muy lentamente al valor limite, porque en ese
caso la separacion entre los niveles de energia se hace muy pequeia a medida que nos aproximamos a ¥, y si eso
ocurre puede haber infinitos niveles discretos de energia por debajo de ;. Un ejemplo importante es el de la energia

potencial Coulombiana, que tiende muy lentamente al valor limite V; = 0.
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Yy (Xg); de v, (%), tal que ¥ tenga un comportamiento aceptable para X — —oo. Por lo tanto
todos los valores E >\ de la energia estan permitidos. Se dice entonces que los niveles de ener-
gia forman un continuo. Debe quedar claro que si V(X) alcanza valores limite tanto a la iz-
quierda como a la derecha, los valores permitidos de la energia forman un continuo para todas
las energias mayores que el menor de esos valores limite.

Resumiendo, hemos llegado al siguiente resultado:

Cuantificacion de la energia en la teoria de Schrodinger:
* sila relacion entré/(x) y la energia totaE es tal que una particula clasica esta canfi-
nada (ligada), los niveles de energia permitidos son discretos.
* siesa relacion es tal que una particula clasica no esta ligada, la energia total guede to-
mar cualquier valor, de modo que los niveles de energia forman un continuo.

El conjunto de todos los niveles permitidos de la energia se denomina espectro de energia. En
general, entonces, el espectro de energia de una particula cuya energia potencial es V(X) tiene
una parte discreta y una parte continua. S6lo cuando V(X) crece sin limite para X — *% el es-
pectro es completamente discreto. Veremos que las conclusiones a que hemos llegado a partir de
nuestra discusion cualitativa se verifican en todos los casos especificos que estudiaremos.

Valores esperados y operadores diferenciales

Consideremos una particula y su funcion de onda ¥(x,t). Conforme al postulado de Born, la
probabilidad de encontrar la particula en el intervalo entre x y X + dX es:

P(x,t)dx = ¥" (x,t)¥(x,t)dx (7.33)

Por consiguiente el valor medio de una serie de mediciones de x (realizadas al mismo tiempo ?),
que designaremos con X y llamaremos el valor esperado de x, estd dado por

+00

X= [xP(x,t)dx = +foo'jlf*(x,t)xl‘l’(x,t)dx (7.34)

En la (7.34) hemos escrito los factores del integrando en un orden particular, por razones que
resultaran claras en breve. Es facil ver que el valor esperado de cualquier funcion f(x,t) dexy ¢
(por ejemplo V(x,t)) esta dado por

+00

D)= (¥ (%0 F(xO)¥(x, e (7.35)

puesto que las mediciones que se realizan para obtener el valor medio se hacen en el mismo
tiempo z.

La coordenada x y funciones como V(X,t) son ejemplos de variables dinamicas que caracterizan
el estado de la particula. Otras variables dinamicas de interés son el impulso p y la energia total
E (y en el caso de movimiento en tres dimensiones, las tres componentes del impulso p y del
momento angular L). Consideremos el impulso. Por analogia con (7.34) y (7.35) podriamos pen-
sar que el valor esperado de p se calcule como
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p= +f°ollf*(x,t)pllf(x,t)dx (7.36)

El problema de la (7.36) es que para calcular la integral se precisaria expresar p en términos de x
y t. En un problema clésico, una vez resueltas las ecuaciones del movimiento se puede siempre
expresar p como funcién de x y ¢z, pero no podemos hacer lo mismo en el caso cuantico, pues el
principio de incerteza establece que p y x no se pueden conocer simultaneamente con exactitud.
Luego hay que encontrar otra forma de expresar el integrando en términos de x y ¢.

La forma que buscamos se puede inferir considerando el caso de una particula libre, cuya fun-
cion de onda (ec. 7.8) es’

y, = g(kx-ot) (7.37)

Si derivamos respecto de x obtenemos d¥; / dX = ikW;, que recordando la relacion k= p/# se
puede escribir como

.. d
—1h—Y; = pW¥ 7.38
Pyl pY¥; (7.38)

La (7.38) indica que existe una relacion entre la variable dinamica p y el operador diferencial
—inadl ox:

< —ih% (7.39)

Una relacion semejante existe entre la energia £ y el operador i%id / ot

.
E<in— 7.40
o (7.40)

pues la (7.37) nos dice que

ih%‘l’f - EW, (7.41)

Estas asociaciones no estan limitadas al caso de la particula libre. Consideremos por ejemplo la
relacion (7.3) que define la energia E:

E=p?/2m+V (7.42)

Si en esta relacion reemplazamos las variables dindmicas por los operadores asociados resulta

* El lector podria objetar que usemos la funcion (7.37), que no es de cuadrado integrable. La objecion es correcta:
el procedimiento riguroso es considerar un paquete de ondas de cuadrado integrable, pero casi monocromatico. El
célculo es mas laborioso, pero se llega al mismo resultado. Veremos en breve una forma mas comoda de proceder,

basada en normalizar funciones como la (7.37) con la delta de Dirac.
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_ 9 vkt (7.43)
m dx ' '

Esta ecuacion entre operadores implica que para toda funcion de onda W(Xx,t) se cumple que

JP(xt)  h® JAW(xt)

ih = 5
ot 2m X

+ V(X D)¥(x,t) (7.44)
que es la ecuacion de Schrodinger (7.9). Esto implica que postular las relaciones (7.39) y (7.40)

entre las variables dinamicas y los correspondientes operadores es equivalente a postular la

ecuacion de Schrodinger. Esta fue en realidad la via que sigui6 Schrédinger para obtener su

ecuacion, y es un método poderoso para obtener la ecuacion de Schrodinger en casos mas com-

plicados que los que discutimos hasta ahora.

Aplicando la (7.39) en la (7.36) obtenemos la expresion del valor esperado del impulso:

P =il le (x.) W(X I gy (7.45)
y andlogamente usando la (7.40) se obtiene el valor esperado de la energia
_in J P (x,t) X W(X D i (7.46)
Usando la (7.43) obtenemos también
+00
h? 92
E-= v (x,t ——— + V(X) | P(xt)dx 7.47
[ 0] - 5 V00 k) (7.47

—00

En general, podemos calcular el valor esperado de cualquier variable dindmica f(X, p,t) como

+00

f(x,p,t) = f'l’*(x,t) f(x,—iha/ax,t)'lf(x,t)dx (7.48)

donde el operador f(x, p,t) se obtiene reemplazando’ p por el operador —iid/dx en la funcion
f(X, p,t) que especifica la variable dindmica f.

Estos resultados muestran que la funcion de onda, ademas de determinar la densidad de probabi-
lidad y la corriente de probabilidad como ya vimos, contiene mucha mas informacion, pues por
medio de la (7.48) nos permite calcular el valor esperado de cualquier variable dindmica. En
realidad, la funcion de onda contiene foda la informacién que podemos llegar a obtener acerca
de la particula, habida cuenta del principio de incerteza.

’ Hay que tomar ciertas precauciones, que se veran oportunamente, cuando en la expresion de f aparecen productos

de dos o mas variables dindmicas, ya que en general el producto de operadores no es conmutativo.
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Propiedades matematicas de operadores lineales en espacios funcionales

Como acabamos de ver, en la Mecanica Cuantica las variables dindmicas se representan por me-
dio de operadores. Por lo tanto conviene repasar algunas propiedades de los operadores, que va-
mos a presentar sin pretension de rigor matematico.

Al calcular la norma de la funcion de onda y los valores esperados de variables dindmicas nos
encontramos con expresiones del tipo

[Endr =(5n) (7.49)
D

que se suelen llamar producto interno o producto escalar de las funciones & y n, por analogia
con el producto escalar ordinario de dos vectores. La integral se efectua sobre el dominio D de
las variables de que dependen las funciones. Por ejemplo, en las (7.45), (7.48) la variable de in-
tegracion es x y la integral va de —oo a +oo; en tres dimensiones podriamos tener dz = dxdydz o
bien dr =r2senfdr dfd¢ (en este caso la integral sobre 7 va de 0 a oo, la integral sobre 6 va de
0 a  y la integral sobre ¢ va de 0 a 2.), u otras expresiones segun el sistema de coordenadas
usado. Para tener expresiones compactas usaremos la notacion (&,7) para indicar el producto
escalar. Daremos por sobreentendido que las funciones &, n,C, ¢, ... etc. son de cuadrado inte-
grable y satisfacen oportunas condiciones en el contorno de D, y por ahora supondremos que el
dominio D de integracion en (7.52) es finito. Mas adelante veremos como proceder cuando D es
infinito.

Producto escalar, norma y ortogonalidad

El producto escalar o producto interno (§,m) de dos funciones § y 1 (en este orden) es un nt-
mero complejo y se cumple que

&) =@Emn) . (n.a+by)=a(n.g)+b(n,¢) (7.50)
donde a, b son dos numeros complejos cualesquiera. La norma N de una funcion de define como

N=(§%) (7.51)

La norma es siempre real y positiva, salvo para la funcién nula § = 0 para la cual N =0. Una
funcién se dice normalizada cuando su norma es 1:

(&8=1 (7.52)

Dos funciones &y 7 se dicen ortogonales cuando su producto escalar es nulo:

(&n)=0 (7.53)

Sistema ortonormal

Una serie de Fourier es un caso especial de expansion de una funcion arbitraria en serie de fun-
ciones ortogonales. Pasaremos revista a las propiedades generales de esas expansiones.
Sea un conjunto finito (o infinito numerable) de funciones
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P12, @3- (7.54)

definidas en D. El conjunto se dice orfonormal (ortogonal y normalizado) si se cumple

(#1,9j) =6;; paratodoi, | (7.55)

Queremos representar una funcion f arbitraria de cuadrado integrable definida en D mediante
una serie de las @;. Primero supongamos que la serie tiene un namero finito n de términos de la
forma

n
i=

donde los a; son coeficientes numéricos. Usaremos como criterio de la “bondad” de la aproxi-

macion el de minimizar la norma de la diferencia entre f'y f,,, (el error standard); pediremos
entonces que

M, = (f -/, f - ) (7.57)

sea minimo. Con algunos calculos que omitimos por brevedad se encuentra que el minimo se
tiene cuando

y en ese caso el error standard es

M, = (f,f)— _§1\aj i (7.59)
j=

Puesto que por definicion M, es no negativo, se obtiene la desigualdad de Bessel
n 2
(f.F)= 3 |ay] (7.60)
j=1
Si el conjunto (7.54) es infinito, podriamos esperar que al tomar » mas y mas grande se obtenga
una serie que represente cada vez mejor a f. Esta expectativa intuitiva es correcta, siempre y
cuando el conjunto ortonormal (7.54) sea completo. El sistema (7.54) se dice completo cuando

para cada numero positivo ¢ arbitrariamente pequefo existe un entero finito Ny = Ny(¢), tal que
para todo N> Ny se cumple que M,, < €. En ese caso, se dice que la serie

f'= Elajgoj , (761)
i=

con los coeficientes dados por la (7.58), converge en la media a f, y se escribe

i=
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La igualdad (7.62) se debe interpretar que significa que la serie del miembro derecho es igual a f
casi en todas partes® del dominio D. En general no es trivial demostrar que un dado conjunto
ortonormal es completo. Nosotros vamos a suponer, cuando sea necesario, que los sistemas or-
tonormales que nos interesan son efectivamente completos.

El método de ortogonalizacion de Schmidt

Hasta ahora hemos supuesto que el sistema ortonormal ¢; esta asignado. En realidad para hacer
expansiones alcanza con que las funciones del sistema sean linealmente independientes. Pero es
mas comodo trabajar con un sistema ortonormal. Por lo tanto es 1til tener un procedimiento sis-
tematico para ortogonalizar un conjunto de funciones fj linealmente independientes. A conti-
nuacion describimos el método de Schmidt.

Sea N; la norma de f;. La primera funcién ortonormal es entonces

1

pr=——h (7.63)
VN
La segunda funcién ortonormal es
1
@2 = ——[ T —@1(1, ©)] (7.64)
VN2

donde N, es la norma de la funcion encerrada por el corchete de la (7.64).
La tercera funcion ortonormal es

73 = ﬁ[ f— (g1, 1) - 9o, )] (7.65)

donde Nj es la norma de la funcion encerrada por el corchete de la (7.65).
Continuando de esta manera se pueden ortogonalizar y normalizar sucesivamente todas las fj .

Funcion delta de Dirac y relaciones de clausura
La funcion delta de Dirac 6(X — a) = 6(a- X) es una funcion par definida por:

* JH(x-a)=0 para x=a (7.66)

1 s aestadentrodel intervalo (b,c)

. . . (7.67)
0 d aestafuerade intervalo (b,c)

i jé(x—a)dx ={
b

La funcién delta de Dirac se puede definir como la forma limite de una curva con un pico agudo
que se hace mas y mas alto y mas y mas angosto, de forma tal que el area debajo de la curva se
mantiene constante. Por ejemplo se puede usar una Gaussiana, y entonces

(x-a)?

5(x-a) = Iimg_)oﬁe e? (7.68)

% Se dice que dos funciones f; y /> son iguales casi en todas partes cuando difieren en un conjunto de puntos de

medida nula.
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Sea f(X) es una funcion arbitraria de x definida en el entorno de X = a (el intervalo de integra-
cion incluye X = a); es facil entonces demostrar las siguientes propiedades de integrales que
contienen funciones delta:

e (D:
ff(x)(S(X— a)dx = f(a) (7.69)

e (II)si 6(“)(X - a) indica la derivada n-ésima de d(X — a)respecto de su argumento, entonces

[F08M (x-a)dx = (-1)" f"(a) (7.70)

* (ll) si y=y(x), entonces

[F(98(y(x)dx = EIJ(();))I (7.71)

donde los puntos X; son las raices reales de y(X) = O en el intervalo de integracion. La ec. (7.71)
es equivalente a decir que

5(y() = z% (7.72)

La funcion delta se puede definir en mas de una dimension. Por ejemplo

6(r—a)=0(x-a,)é(y-ay)é(z-4a,) (7.73)

Retornamos ahora a nuestra discusion de las expansiones ortonormales. Escribimos la (7.62)
para una funcion arbitraria f;

f(x) = leajqo,- (x) = ]2:1«0’; )i (%) = J {szj (x)coy(x’)f(x')dx'} (7.74)

donde hemos intercambiado el orden de suma e integral. Comparando la (7.74) con la (7.69)
obtenemos que

3.0, (@] (X) = 8(X' = X) (7.75)
J

La (7.75) se denomina relacion de clausura o de completitud, y se cumple para todo sistema or-
tonormal completo. La (7.75) se denomina a veces “teorema de expansion” debido al siguiente
teorema: si /'y g son funciones arbitrarias y las ¢; forman un sistema completo, se cumple

(f.9) = 3(1.9;)(¢;.9) (7.76)
j

La demostracion se basa en la definicion del producto escalar y en la relacion de completitud
(7.75).
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Integrales de Fourier

Hasta ahora hemos considerado expansiones en términos de un sistema ortonormal ¢; que con-
siste de una infinidad numerable de funciones. Cuando el dominio D es infinito el indice discreto
J se convierte en un parametro continuo k. También puede suceder que aparezca una combina-
cion de valores discretos e intervalos continuos del indice. En general, la transiciéon matematica
rigurosa desde un dominio finito con un indice discreto a un dominio infinito con un parametro
continuo no es trivial. Nosotros indicaremos los pasos formales para el caso de la integral de
Fourier, sin pretension de rigor’.

Consideremos la integral de Fourier

1 ' :
f(x) = —— [F(k)e**dk 7.77
(x) J2r | (k) (7.77)
y la transformacion inversa
+00 _
F(k) = —— [ f(x)e"dx (7.78)
w"ZJT .

co

En estas formulas las variables continuas k£ y x estan en pie de igualdad, pero para establecer una
conexion con nuestra anterior discusion podemos observar que la (7.77) es andloga a la expan-
sion en serie (7.62) mientras que la (7.78) es andloga a la expresion del coeficiente (7.58) de la
serie, donde la funcion ortonormal ¢; (X) se ha reemplazado por

1 .
k,X) = —=— €&/ 7.79
@(K,X) on (7.79)
Es facil verificar que la ortonormalidad de las funciones (7.79) se expresa como

+00
Zi [k = (k- k) (7.80)
JT

Analogamente, combinando la (7.77) con la (7.78) obtenemos la relacion de clausura o de com-
pletitud:

1+

— (k-X)dk = §(x - X') (7.81)
2m

(o]

Un resultado importante de las integrales de Fourier es el teorema de Parseval, que establece que
si f'y g son dos funciones cuyas transformadas de Fourier son F'y G, se cumple que

+00 +00

[ (9g()dx = [F" (K)G(K)dk (7.82)

" El lector interesado en el detalle matemético puede consultar, por ejemplo, el libro de E. C. Titcmarsh Introduction

to the Theory of Fourier Integrals Oxford Univ. Press, 1948.
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Una demostracién no rigurosa de la (7.82) se obtiene sustituyendo las integrales (7.77) en el
primer miembro de la (7.82), intercambiando el orden de integracion, y usando la relacion de or-
tonormalidad (7.80).

Sien (7.82) ponemos g= f resulta

+00

fw () fdx = [F (F(K)dk (7.83)

que muestra que la norma de f(X) en el dominio infinito de x es igual a la norma de F(k) en el
dominio infinito de k. Esta forma especial del teorema de Parseval es el equivalente para la inte-
gral de Fourier de la (des)igualdad de Bessel (pues la ec. (7.59) se convierte en una igualdad
para un sistema completo).

Este resultado justifica emplear funciones que no se pueden normalizar a la unidad (como las
ondas planas) para construir paquetes. En efecto, si las funciones del sistema ortonormal se nor-
malizan a la delta de Dirac, la (7.83) garantiza que el paquete de ondas esta normalizado si F(k)
es de cuadrado integrable.

Operadores lineales

Un operador 4 se define como un ente que actiia sobre una funcion & para producir otra funcién
n:

n=A§ (7.84)
Nosotros estamos interesados inicamente en operadores lineales, que cumplen las condiciones
A(CE)=cA(E) , AE+mn)=AE+An (7.85)
El producto de dos operadores 4 y B se define como
ABE = A(BE) (7.86)
Debe notarse que en general

ABE = BAE (7.87)

a menos que 4 y B conmuten. El conmutador de dos operadores se indica con [A, B] y se define
como

[A B] = AB - BA (7.88)

Nucleo de un operador lineal
Un operador lineal K definido por

g=Kf (7.88)

se puede escribir en forma explicita como
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a(x) = fk(x, x')f(x")dx' (7.89)
D

La funcion K(X,X') se denomina nicleo del operador K. Pese a que la (7.89) tiene el aspecto de
una ecuacion integral lineal que no incluye operadores diferenciales, es facil ver que con la
ayuda de la funcion delta de Dirac se obtienen operadores diferenciales. Por ejemplo si

a2
K= W +Q (790)
entonces
d2
k(X,X’) = (W+a2)5(x—x’) (791)

Operador adjunto

El operador KT adjunto de K se define como el operador que cumple

(&.Kn) = (K'&m) (7.92)
para todo par de funciones &y 7 arbitrarias. Usando la (7.89) encontramos que el nicleo adjunto
kT(x,x') esta dado por

KT (x, x')I=[Ik(X’, X)]" (7.93)

Operadores Hermitianos

Un operador K para el cual KT = K se dice Hermitiano o autoadjunto. Para un operador autoad-
junto el producto escalar (f,Kf) es real para cualquier f, pues:

(f,Kf) = (KTf,f) = (Kf, f) = (f,Kf)"  ( Hermitiano) (7.94)

Esta propiedad de los operadores Hermitianos es de fundamental importancia, pues una hipdtesis
basica de la Mecanica Cuantica es que los valores esperados de las magnitudes observables se
expresan en la forma (f,Kf) y son siempre reales. Por lo tanto fodos los observables deben es-
tar representados por operadores Hermitianos.

Un operador que cumple KT = —K se dice anti-Hermitiano.

Autovalores y autofunciones de un operador Hermitiano

El problema de autovalores para un operador lineal K se expresa como
Kp = Ap (7.95)
Las soluciones de (7.95) existen solo para ciertos valores particulares de A, indicados con 4;,

que se denominan autovalores o valores propios del operador K. Las correspondientes solucio-
nes @; (X) se denominan autofunciones o funciones propias de K. Un ejemplo lo constituyen las
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soluciones de la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo, que son las autofunciones
del operador que representa la energia total de un sistema cuéntico. El conjunto de autovalores
de K se denomina el espectro de K.

Por lo dicho, los autovalores y autofunciones de K cumplen que

Una propiedad muy importante de los operadores Hermitianos es que todos sus autovalores son
reales. Para demostrarlo basta tomar el producto escalar de la (7.96) por @;:

(@), Koj) = 4j(®).9;) (7.97)

Puesto que (¢, Ke;) y (¢;,@;) son ambos reales, 4; es real. Vale también la propiedad reci-
proca, esto es, un operador todos cuyos autovalores son reales es Hermitiano.

Vamos a mostrar ahora que las autofunciones que corresponden a diferentes autovalores son or-
togonales. Para ver esto, consideremos dos autofunciones ¢; y ¢; que satisfacen

Koi =Ag . Koj =249 (7.98)

Ahora tomamos el producto escalar de @; (a la izquierda) por la primera de estas ecuaciones y el
producto escalar de la segunda ecuacion por ¢; (a la derecha) y restamos:

(¢}, Kgy) - (Ko@) = (34 = X))@}, %) (7.99)

Puesto que K es Hermitiano el primer miembro de la (7.99) se anula y como A; es real obtene-
mos

0= (4 - 24))e).%) (7.100)

Las condiciones de ortogonalidad (7.100) muestran que las autofunciones correspondientes a
diferentes autovalores son ortogonales. En el caso que se presente degeneracion, esto es que a un
autovalor le correspondan dos o mas autofunciones, siempre se las puede ortogonalizar por el
método que indicamos antes.

En consecuencia de lo anterior, a partir de las autofunciones de un operador Hermitiano es
siempre posible construir un sistema ortonormal (de ser necesario ortogonalizando las autofun-
ciones correspondientes a los autovalores degenerados). Surge entonces el problema de la com-
pletitud de ese sistema. La completitud puede ser dificil de probar rigurosamente para los opera-
dores de la Mecénica Cuantica, aunque por razones fisicas parece plausible que se cumpla y no
se conocen hasta ahora excepciones. Por lo tanto nosotros vamos a suponer que toda variable
dinamica u observable esta representado por un operador Hermitiano cuyas autofunciones for-
man un sistema ortonormal completo.
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8. EL FORMALISMO DE LA MECANICA CUANTICA

Introduccion

En el Capitulo 7 vimos que el estado de un sistema cuantico se describe por medio de la funcion
de onda ¥(r,t), y que las variables dinamicas se representan mediante operadores Hermitianos,
cuyos autovalores son siempre reales y cuyas autofunciones forman un sistema ortonormal com-
pleto. La funcioén de onda contiene toda la informacion de interés fisico acerca del sistema, en el
sentido que a partir de ella se puede calcular el valor esperado de cualquier variable dinamica.
Los operadores que representan las variables dinamicas se construyen a partir de sus expresiones
clasicas' mediante ciertas prescripciones, que se introducen en la teoria como postulados. Vere-
mos ahora algunas consecuencias de estos hechos, asi como ciertas extensiones del formalismo.
Volvamos por un momento a las soluciones de la ecuacion de Schrodinger independiente del
tiempo. Dicha ecuacion expresa el problema de autovalores del operador Hamiltoniano® I que
representa la energia total del sistema en términos de las variables dindmicas. Para una particula
que se mueve a lo largo del eje x en un campo de fuerzas que derivan de una energia potencial
V(X) este operador es

V) 2 52

~ P - he d

H="—+V(Xt)=-——7%+V(Xt 8.1
FVRD =~ 5+ V(x) (8.1)

Para casos mas complicados hemos enunciado reglas generales que nos permiten construir la
expresion apropiada de H . Es facil verificar explicitamente que el operador (8.1) es Hermitiano
(si la funcién de onda cumple adecuadas condiciones de contorno); por otra parte los resultados
de nuestro estudio cualitativo implican que H es Hermitiano pues sus autovalores son reales. El
conjunto de las autofunciones de I permite formar entonces un sistema ortonormal completo

w(xt) =€ () (8.2)

Aqui, el indice j toma valores discretos para las autofunciones correspondientes a la parte dis-
creta del espectro de energia, y es un parametro continuo j = E para las autofunciones de la
parte continua del espectro de E, que escribiremos como

We(x,t) = " My (x) (8.3)

Las autofunciones de la parte discreta del espectro cumplen la condicion de ortonormalidad

+00 +00

[ (O, (DA = [y} (9w () =5 (8.4)

mientras que las autofunciones del continuo estan normalizadas a la funcion delta de Dirac:

1 . . , J o) , .

Esto es cierto cuando se trata de observables que tienen un analogo clasico. Veremos mas adelante que sera
necesario introducir en la Mecanica Cuantica nuevos observables que no corresponden a ninguna variable dindmica
clasica, como el spin del electron.

2 ey s . N .. . . .o,
En esta Seccién indicamos con ~ los operadores, para distinguirlos de las variables dindmicas que representan.
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+00 +00

[P (W (x)dX = [ (ye(x)dx = 6(E' - E) (8.5)

de modo semejante a la @(k, x) = (27) Y 2€* en el caso de la transformada de Fourier.

Propiedades de las funciones de onda y de las autofunciones de la energia

Gracias a la completitud del sistema (8.2), toda solucién ¥(x,t) de la ecuacion de Schrodinger

M= _ﬁMJFV(X)qJ(X,t) (8.6)

ih >
ot 2m  oXx

se puede expandir en términos de las ¥;:

w(x,t) = 2 a W (x,t) + fa(E)lPE(x,t)dE

discreto continuo

= Sae My (x)+ [a(E)e !/ My (X)dE

discreto continuo

(8.7)

En virtud de la ortonormalidad de las autofunciones, los coeficientes de (8.7) estan dados por

+00

a = (VW)= f’lfj*(x,t)llf(x,t)dx =e'EJ'”h+fw1/;]f(x)'P(x,t)dx (8.8)

para la parte discreta del espectro y por

a(E) = (W, W) = T’I’E(x,t)lp(x,t)dx = eiE”h?wE(x)'P(x,t)dx (8.9)

—00

para la parte continua. Notar que en general los coeficientes &; y a(E) dependen de .
Usando las condiciones de ortonormalidad (8.3) y (8.4) se encuentra que la norma de ¥(X,t) es

(W,'P)=+fo'lf*(x,t)llf(x,t)dx = Saa+ fa(E)*a(E)dE (8.10)

—oo discreto continuo

Es facil verificar que la norma de ¥ no depende de ¢ como ya habiamos demostrado en el Capi-
tulo anterior. En adelante vamos a suponer que ¥ estd normalizado a la unidad:

+fm’{f*(x,t)'ll’(x,t)dx = Saa+ fa(E)*a(E)dE =1 (8.11)

—o0 discreto continuo

Usando la expansion (8.7) podemos ver que la densidad de probabilidad se expresa como

88



8. El formalismo de la Mecanica Cuantica
P(x,t) = W(x,1) W(x,1)

Sajay; 0+ S @-8y)aae FTH iyl gy (x) +

j discreto j.k discreto
'3 (a5 a(B)e B 5 My (e () + c.c.) dE + (8.12)
J discreto E continuo

fa(E)*a(E)IPE(X)wE(X)dE +
E continuo
[[11-6(E"- E)la(E')" a(E)e/(E =Bt Tyt (x)y g (X)dE'dE

E,E’ continuo

donde c.c. indica el complejo conjugado de la expresion precedente. En general, la densidad de
probabilidad depende del tiempo. Sin embargo, en el caso particular en que la particula tiene una
energia bien definida, de modo que su funcidén de onda es una de las autofunciones (8.2) de la
energia, la densidad de probabilidad es independiente del tiempo:

P = P(X) = ¥} (X )%} (x,1) =] () (x) (8.13)

Por ese motivo esos estados se denominan estados estacionarios. Es facil verificar que en un es-
tado estacionario la corriente de probabilidad es nula cuando v es real.

Calculemos el valor esperado de la energia en un estado descripto por la funciéon de onda
Y(x,t). Usando la expansion (8.7) de W(X,t) en términos de las autofunciones de H resulta

alp(gtx,t)dx - SEaa + fEa(E)*a(E)dE (8.14)

+00
E-W, HW) - ihj'}'*(x,t)
o discreto continuo

Observando la (8.14) podemos interpretar que a} a; es la probabilidad que al efectuar una me-
dida de la energia obtengamos un valor igual a E; (esto es, la probabilidad que el sistema se en-
cuentre en el estado discreto j) y que a(E)" a(E)dE es la probabilidad que al medir la energia
obtengamos un valor comprendido en el intervalo entre £y E + dE (esto es, la probabilidad que
el sistema se encuentre un estado del continuo con energia entre £y E + dE).

Se debe notar que si ¥'no es un estado estacionario las & y a(E) son funciones del tiempo; sin
embargo es facil verificar que si V = V(X),

R E ——2~ 4+

dE d(aja) g d@E) AE)) o, (8.15)
] dt I dt .

discreto continuo

de modo que el valor esperado de la energia se conserva, como ocurre cldsicamente.

Observando las (8.11) y (8.14) se aclara porqué las autofunciones del continuo se normalizan
con la delta de Dirac (ec. (8.4)): se asegura asi que se cumpla con el postulado de Born.

Para concluir esta discusion es oportuno hacer un comentario acerca de la completitud del sis-
tema de autofunciones. En realidad no hemos demostrado que el sistema (8.2) tenga esa
propiedad. Sin embargo, por razones fisicas parece razonable que asi sea. Esto se puede ver con
el siguiente argumento. Supongamos que el sistema (8.2) no fuera completo. Eso implicaria que
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existe algun estado ¥(X,t) de la particula para el cual la norma de la diferencia entre ¥ y su
expansion en terminos de las ¥ no es nula. Esto es, la funcién

cD(x,t):‘If(x,t)—[ Saw(xt)+  [AE)Pe(x)IE ) (8.15)

discreto continuo

no seria nula “casi en todas partes”. En consecuencia @(X,t) representaria un estado de la parti-
cula, solucion de la ecuacion de Schrodinger (8.5), para el cual existe una probabilidad no nula
de encontrar la particula en alguna parte, pero para el cual no se puede medir la energia. Como
esto es fisicamente absurdo, concluimos que @(x,t) debe ser nulo (casi en todas partes) y por
consiguiente el sistema (8.2) debe ser completo.

En adelante, para simplificar la notacion, escribiremos siempre

W(xt) = Saw (xt)= Sae 0y (x) (8.16)
= =1

dando por sobreentendido que la sumatoria de la (8.16) se debe interpretar como una suma sobre
la parte discreta del espectro y una integral sobre la parte continua, como en la (8.7).

Normalizacion en una caja

Existen maneras de evitar que las autofunciones del espectro continuo se tengan que normalizar
con la delta de Dirac. Se trata de artificios matematicos mediante los cuales el espectro continuo
se transforma en discreto. Mostraremos en qué consisten para una dimension espacial, pues la
generalizacion a mas dimensiones es obvia. La idea basica es suponer que x esta limitado a un
intervalo finito ( Xy, Xg + L) de longitud L y que la funcién de onda cumple oportunas condicio-
nes de contorno en Xy y Xg + L. Se suelen emplear dos tipos de condiciones de contorno:

* paredes rigidas: en este caso se imponen las condiciones

Y (X, t) =¥(Xo+ L,t)=0 (8.17)

* condiciones periddicas: se pide que

W(Xo,t) = ¥ (%o + L,t) (8.18)

Si repetimos el razonamiento cualitativo del Capitulo 7 acerca de las soluciones de la ecuacion
de Schrodinger independiente del tiempo, teniendo en cuenta que las soluciones tienen que cum-

plir las condiciones v (Xy) =y(Xg+L)=0 (caso (8.17)) o bien y(Xy) =y (Xy+ L) (caso
(8.18)), es facil ver que los autovalores de la energia son siempre discretos.

Relaciones de conmutacion

En lo sucesivo omitiremos la = que empleamos para distinguir los observables de los operadores
que los representan, pues no puede surgir confusion. Sean dos observables 'y G cualesquiera
representados por los operadores Hermitianos F'y G. Es facil verificar que el adjunto del
producto FG es:

(FG)'=G'FT = GF (8.19)
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de donde se desprende que F'G es Hermitiano si y solo si 'y G conmutan. Luego, si bien x y py
son observables, el producto Xp, no lo es, pues los operadores x e —i%id/dx no conmutan. En
efecto, si Y una funcion cualquiera:

(X, — pxx)llf=(—ihx%+ih%x)lp=ih!lf (8.20)

de donde obtenemos la siguiente relacion fundamental entre operadores:
[X Px] = XPy - Pxx =i (8.21)
De manera semejante se puede mostrar que
y.pyl=ypy-py=in , [zp,]=2p,-p,z=in (8.22)

Todos los demas productos de las coordenadas cartesianas y sus impulsos conjugados son con-
mutativos, esto es Xy = YX, Xpy = PyX, PyPy = Py Py, etc.

Autoestados de una variable dinamica

Como veremos en breve, el hecho que x y p, no conmutan esta vinculado con la relacion de in-
certeza entre x y Py, es decir con la imposibilidad de tener valores bien definidos de ambas va-
riables dinamicas. Como primer paso para encontrar esa relacion, vamos a determinar los esta-
dos de un sistema para los cuales una variable dinamica F representada por el operador
Hermitiano F tiene un valor bien definido, es decir, los estados Ws en los cuales al medir F ob-
tenemos con certeza un cierto valor f. Es facil verificar que para que eso ocurra, ¥ debe ser una
autofuncion de F. En efecto, ¥ debe satisfacer la condicion:

F=WWFw)=f (8.23)
y la condicion

AF2 = (F - F)2 = (W, (F - F)20;) = (W, (F - 1)2%)

= (F- ) (F- )#;) =0 (624

donde para llegar al ltimo renglén usamos la (8.23) y el hecho que F' es Hermitiano. De la
(8.24) se desprende entonces que se debe cumplir

(F-f)¥; =0 estoes F¥; = f¥; (8.25)

Luego W es una autofuncion de F. Los estados descriptos por autofunciones de F se suelen de-
nominar autoestados de F. La (8.25) nos dice lo siguiente:

* Una variable dindmica representada por el operador Hermitiano F tiene un valor bien
definido f cuando el sistema se encuentra en el autoestado de F correspondiente al au-
tovalor f.
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La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo Hvy,, = Ej,, no es mas que un caso par-
ticular de la (8.25): las autofunciones ¥, son los unicos estados en los cuales el sistema tiene
una energia bien definida E,.

Puesto que el operador Hermitiano F tiene un sistema completo de autofunciones ortonormales
'I’fj , cualquier estado ¥ se puede representar como

Y= Eaj'lffj con a; = (leJ_ ¥) (8.26)
j

y el valor esperado de F en el estado ¥ es

F=WFP) =31l F (8.27)
J

Las conclusiones son entonces las siguientes:

* Elresultado de medir una variable dinanftcde un sistema que se encuentra en un es-
tado cualquierd” essiempre uno de los autovalores &e

* Si el sistema se encuentra en un estado cualg¥fideaprobabilidad que al medir se
obtenga el autovaldr esta dada pdra; P=| clffj vt

* Inmediatamente después de efectuar una mediciéncdgo resultado fue el autovalpr
f, el sistema se encuentra en el autoestado correspondiente a

Mediciones simultaneas y operadores que conmutan

Puesto que un observable F tiene un valor bien definido f's6lo cuando el sistema se encuentra en
un autoestado de F, es evidente que:

* Dos observables y G pueden ambos tener valores bien definidos si y solo si el sistema
esta en un autoestado de ambos operadores.

Cuando F'y G tienen valores bien definidos para todos los autoestados de uno de ellos (por
ejemplo F) se dice que son compatibles.

Para que dos observables sean compatibles es necesario que los operadores que los representan
tengan un sistema completo de autofunciones en comun. En tal caso podemos designar las auto-
funciones mediante los autovalores f; de F'y gy de G, es decir

FP g = %0 + C¥g = %P, (8.28)

Si multiplicamos por F la segunda de estas ecuaciones, por G la primera y restamos, resulta

(FG-GF)¥ 4 =0 (8.29)

Puesto que la (8.29) vale para todas las autofunciones de un sistema completo, se debe cumplir

[F,G]= FG-GA=0 (8.30)
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Reciprocamente, si 'y G conmutan hay un sistema completo de autofunciones comunes a
ambos. En efecto, sea ¥y la autofuncion de G que satisface G¥;, = g ¥, . Entonces

G(F¥, ) = F(G¥, ) = g (F¥, ) (8.31)

de modo que F¥, es tambien autofuncion de G correspondiente al mismo autovalor g,. Hay
dos posibilidades, segun si el autovalor g, es degenerado o no lo es.
Si g no es degenerado, le corresponde una tnica autofuncion ¥, > luego la (8.31) implica que

FW, =AW, (8.32)
donde A es un numero, de modo que ¥y es también una autofuncion de F correspondiente al

autovalor A. Si en cambio ¢, es degenerado y le corresponden (digamos) n autofunciones
la (8.31) implica que

!

Oic,i >

FY; ;) (8.33)

g kol

n
FWi= 2% .fi con f;=(¥
r=1

donde las cantidades f;; se denominan elementos de matriz del operador F en la base ¥y ;, y
por ser F Hermitiano cumplen f, = f;;. Vemos entonces que en general las ¥y, i o son auto-
funciones de F. Pero es siempre posible construir un nuevo conjunto ¥, s de autofunciones de
G correspondientes al autovalor g, de la forma

n
Yy s = Eldsi llfg’k i (8.34)
i=

y determinar los coeficientes dgy de modo que ¥, s sea tambicn autofuncion de F, es decir que

FW, o= AW, ¢ (8.35)

En efecto, si sustituimos la (8.34) en (8.35) resulta

n n on n
F¥, s = Eldsi FW,.i = 'El Eldsi frilpg,k,r = A’_Eldgqlék‘i (8.36)
i= i=1r= i=

Por lo tanto se debe cumplir que

n n
> > ds(f = A6:)¥,, r (8.37)
i=1r=1
La (8.37) nos da un sistema de n ecuaciones lineales para las n incognitas dg:
n
Ydg(fi=A64)=0 , sfijo , r=12..n (8.38)
i=1

Este sistema de ecuaciones tiene soluciones no triviales si, y solo si, es nulo el determinante de
los coeficientes:
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det(f; - A6,; )=0 (8.39)

La ec. (8.39) es una ecuacion de grado n en el autovalor A, que se denomina ecuacion caracte-
ristica. Se puede mostrar que en virtud de que f,, = fr?, la (8.36) tiene siempre n raices reales
que nos dan los autovalores A, A,,..., A, de F. Para cada autovalor A, el sistema (8.38) per-
mite calcular los coeficientes dsj y por lo tanto la autofuncion Wy, . Estas nuevas funciones son
evidentemente autofunciones simultaneas de F'y G. Queda entonces demostrado que:

* La condicion necesaria y suficiente para que dos observables sean compatibles es que
conmuten los operadores que los representan.

* Cuando dos observablésy G estan representados por operadores que conmutan, son
compatibles y existe un sistema completo de autofunciones comunes a ambos.

Las relaciones de incerteza de Heisenberg

Acabamos de ver que cuando dos observables conmutan se pueden especificar simultdneamente.
En cambio,

* Cuando dos observablesy G no conmutan no pueden ambos tener valores bien|defi-
nidos simultaneamente.

La medida de la inevitable falta de precision en el conocimiento de F'y G estd determinada por
su conmutador:

[F,G]= FG-GF =iC (8.40)

Es facil verificar que si /'y G son Hermitianos, C también es Hermitiano. Ahora vamos a de-
mostrar que en cualquier estado ¥(X,t) las incertezas

AF=[m]l/2 y AG=[m]l/2 (8.41)

de F'y G cumplen la relacion

AFAG=3|C| (8.42)

Para ver esto conviene primero demostrar que si u 'y w son dos funciones cualesquiera, se cum-
ple la desigualdad de Schwarz:

(u,u)(w, w) = 2[(u,w) + (w,u)]? (8.43)

En efecto, sea A un parametro real. Entonces si W = —AU se cumple que

0 < (AU + W, AU+ W) = A2(u,u) + A[(u,W) + (W, u)] + (W, w) (8.44)

Por lo tanto la ecuacion

A2(u,u) + A[(u,w) + (w,u)] + (w,w) = 0 (8.45)
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no tiene raices reales y por consiguiente su discriminante es negativo, esto es

[(u,w) + (W, u)]? = 4(u,u)(w,w) < 0 (8.46)

de donde si W= —AuU obtenemos la (8.43) con el signo >. Si en cambio W= —-AuU es facil verifi-
car que la (8.43) se cumple con el signo =.
Sea ahora ¥ = W(Xx,t) un estado cualquiera de nuestro sistema, y pongamos

u=(F-F)¥ vy w=-i(G-G)¥ (8.47)

Entonces

(uu) = ((F-F)¥,(F-F)¥) =, (F-F)°P) = AF? (8.48)

y andlogamente se encuentra que

(w,w) = AG? (8.49)

Por otra parte

(Uw) + (w,u)=-i(F-F¥,(G-GW)+i(G-GW,F-FW)
- (W, (F-F)G-GW)+i(W,(G-G)F-Fw)

—i(¥,(FG-FG - FG+FG)¥)+i(¥,(GF - GF - GF + GF)¥) (8.50)

—i(¥,(FG - GF)¥)

(w,Ccw)

Sustituimos ahora las (8.48)-(8.50) en la desigualdad de Schwarz (8.43) y obtenemos el
resultado buscado:

Relacion general de incerteza para operadores que no conmutan:
cuando dos observables F'y G no conmutan, las incertezas de /'y G cumplen la relacion

AFAG=3|C| (8.51)

donde C = -i[F,G].

Como caso particular sea F =Xy G = p,. Entonces, de la (8.21) [X,py] =%, luego C=rh y
obtenemos de (8.51) la relacion de incerteza:

AXAp, = 31 (8.52)

como habiamos ya anticipado en el Capitulo 6.

Constantes del movimiento y ecuaciones del movimiento para operadores

Sea F un observable (que puede depender explicitamente del tiempo) y F su valor esperado en
un estado cualquiera W(x,t). La variacion de F con el tiempo esta dada por
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r_ 9y py)- (ﬂ qu) (qf F@) (qf an,) 8.5
dt dt ot ot ot
Usando la ecuacion de Schrodinger
Hw —in?L 85
ot
donde H es el operador Hamiltoniano del sistema, podemos escribir la (8.53) en la forma
e Y v ) - w rHw) (qf oF q/)
dt h h 71
. (8.5
LW H )+ (qf (7—11/)
h A
es decir
e e & 85
dt h 71
La (8.56) muestra que si ' conmuta con H y no depende explicitamente del tiempo,
%F 0 paratodo®¥(x,t) (8.5

3)

4)

5)

6)

7

Cuando se cumple la (8.57) el observable F' se denomina constante del movimiento 'y se dice que

se conserva. En vista de lo demostrado precedentemente podemos afirmar lo siguiente:

* Un observableF que no depende explicitamente del tiempo y conmuta c(
Hamiltoniano del sistema e®nstante del movimiento. Existe entonces un sisten
completo de autofunciones #ey F, es decir un conjunto completo de estados est
narios en los cualds esta bien definido y que por lo tanto se pueden caracterizz
los autovaloress; deHy R deF.

Hamiltoniano forman ursistema completo de observables compatibles. Por lo tantg
existe un sistema completo de estados estacionarios que se pueden caracteriz

* El conjunto de todas las constantes de movimiento del sistema junto ¢

n el
na
ACio-
ar por

on el

ar por los

autovalorest; deH y de las constantes del movimiento.

Se puede definir un operador dF/dt que se denomina derivada total de F con respecto del

tiempo como el operador para el cual

dF d
— =—F paratodo¥(x,t 8.5
i a” P (x,t) (
Podemos escribir la (8.56) en términos de dF/dt:
F i, &5
d 7 ot
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a partir de la cual podemos escribir la siguiente ecuacion entre operadores:

Ll TS (8.60)
dt 7 a

Para una particula que se mueve en un campo de fuerzas que deriva de una energia potencial
V(r) el Hamiltoniano es:

p2
H=2—4+V(r) (8.61)
2m

donde p es un operador vectorial cuyas componentes son los operadores Py, Py, P, y r es un
operador vectorial cuyas componentes son los operadores x, y, z. Entonces, la velocidad esta re-
presentada por el operador vectorial

_O e
V= dt_h[H’r]_th[p ,r] (8.62)

Es facil verificar que [p)%, X] = -2iAp, y andlogamente para las demas componentes. Por lo tanto
resulta

(8.63)

<
]
3o

La (8.63) es formalmente idéntica a la relacion clasica entre velocidad e impulso, pero aqui se
trata de una relacion entre operadores.
Del mismo modo, la aceleracion esta representada por el operador vectorial

dav i i [
a=a=%[H,v]=%[H,p]=%[V(r),p] (8.64)

Si recordamos que p = —iAV resulta que [V(r), p] = iAVV(r) y por lo tanto obtenemos

ma=-VV(r) (8.65)

que también coincide formalmente con la expresion clasica, esto es la Segunda Ley de Newton,
pero el significado de la (8.65) es diferente pues se trata de una relacion entre operadores como
la (8.63).

El limite clasico

Las ecuaciones (8.63) y (8.65) implican que para cualquier estado ¥(Xx,t) los valores esperados
de la velocidad y la aceleracion de una particula que se mueve en un campo de fuerzas que de-
riva de una energia potencial V(r) cumplen las relaciones

7= (8.66)

3 ol

ma = ~VV(r) (8.67)
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Estas relaciones son idénticas a las ecuaciones clasicas, salvo que se refieren a los valores es-
perados. Cuando las imprecisiones de nuestras medidas de los impulsos y las posiciones de la
particula descripta por ¥(X,t) son muy grandes en comparaciéon con las incertezas de dichas
magnitudes, los valores medidos coinciden con los valores esperados. Por lo tanto en ese caso no
es necesario distinguir entre valores medidos y valores esperados. En esas condiciones los
valores medidos cumplen las ecuaciones de la Mecanica Clasica. Este resultado fue obtenido por
Paul Ehrenfest (1927) y se conoce como

Teorema de Ehrenfest:
la Mecanica Cuantica coincide con la Mecanica Clasica en el limite en que el principio de

incerteza deja de tener relevancia.

Por otra parte fuera de este limite la Mecanica Cuéntica predice varios interesantes fendémenos
que no tienen analogo clasico como veremos en breve.

Representacion coordenadas y representacion impulsos

Podemos avanzar en nuestro entendimiento de la Mecanica Cuantica si hacemos un analisis de
Fourier de la funcion de onda, en la forma

1

'P(r,t) =W

fq)(p,t) en’ dp (8.68)

donde @(p,t) es la transformada de Fourier de ¥(r,t) en el instante ¢

1

o fllf(r,t) en’ dr (8.69)

@( p’t) =

Se pueden obtener facilmente algunas propiedades importantes de @ usando la relacion de clau-
sura en tres dimensiones, que se escribe por analogia con la (7.81) como

W fehp'rdp - (2i)3 [ekrdk =a(r) (8.70)

Introduciendo la representacion de Fourier (8.68) y usando las propiedades de la funcion delta de
Dirac para intercambiar el orden de las integraciones, podemos mostrar que

[lwrPdr =[le(pt) P dp (8.71)
y que el valor esperado de p se expresa como

b= Jqf(r,t)*(iﬁv) w(rt)dr = [@(p.t) pB(p.t)dp (8.72)

mientras que el valor esperado de r estad dado por

= [0 T - J@(p,t)*<—iﬁvp) &(p,t)dp (8.73)
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donde V, es el operador gradiente en el espacio de los impulsos. La férmula (8.71) implica que
si W esta normalizada a la unidad para todo ¢, @ queda también automaticamente normalizada.
Por otra parte, puesto que

e i (8.74)

Y]

)
él

representa un estado de impulso p bien definido, @ representa la amplitud con la cual esta pre-
sente dicho estado en la funcion de onda ¥. Por ejemplo, si @(p,t) tiene un pico bien marcado
para un determinado valor p = p(t), en el instante ¢ nuestro estado es un estado cuyo impulso
estd bastante bien definido y se parece (en ese instante) a una onda plana.

Esta observacion, en conjuncion con la (8.72), nos lleva a interpretar que |®(p,t) |? es la proba-
bilidad de encontrar (en el instante 7) que el valor del impulso de la particula esta comprendido
entre py p+ dp. Diremos entonces que |®@(p,t) |? es la densidad de probabilidad en el espacio
de los impulsos.

Hay una evidente analogia entre la (8.72) y la (7.34), y entre la (8.73) y la (7.36). Del punto de
vista matematico, esto es simplemente una consecuencia de las relaciones de reciprocidad entre
la transformacién y la antitransformacion de Fourier, ecs. (8.68) y (8.69). De resultas de ello,
tanto la funcion de onda W (definida en el espacio de las coordenadas) como la @ (definida en el
espacio de los impulsos), son descripciones igualmente validas del estado del sistema. Dada una
de ellas, la otra se puede calcular a partir de la (8.69) o de la (8.68). Del punto de vista fisico,
esta reciprocidad es una manifestacion de la complementaridad y de la naturaleza ondulatoria de
la materia.

De acuerdo con los postulados de la Mecanica Cuantica, el valor esperado de una funcion f(r)
de las coordenadas esta dado por

L0 = (1,0 () P dr (8.75)

Si sustituimos la expresion (8.68) de ¥ en la (8.75) podemos mostrar (si la funciéon de onda se
anula con suficiente rapidez a distancias grandes, para que se pueda intercambiar el orden de las
integraciones y los términos de superficie se puedan despreciar) que se obtiene

) = ch(p,t)* f(-iﬁvp,t)qs(p,t)dp (8.76)

Anélogamente, a partir de la (8.72) se puede mostrar que para toda funcién ag(@jticae
tiene

g(p.t) = [@(p.t) g(p.t)P (p.t)dp (8.77)

En general, para un operador h(r,p,t) que es una funcién analitica de r y p y eventualmente del
tiempo, siempre y cuando su expresion no contenga productos de operadores que no conmutan
(del tipo r,* p,/j ), se puede mostrar que
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AT pid) = Jllf(r,t)* h(r,iﬁvr | p,t)'lf(r,t)dr _ Jcb(p,t)* h(-iﬁvp, p,t)(D(p,t)dp (8.78)
A partir de las formulas clésicas, estas prescripciones permiten escribir las expresiones para los
operadores cuanticos correspondientes en la mayoria de los casos de interés.
Todavia no sabemos como proceder cuando nuestros operadores contienen expresiones del tipo
A p,/j es decir, productos de operadores que no conmutan® (por ejemplo, el operador r - p). En
estos casos postularemos que la (8.78) sigue valiendo, pero es necesario entonces agregar alguna
prescripcion acerca del orden adecuado de los factores, cosa que veremos oportunamente cuando
se presente el caso.
La ec. (8.78) establece que a toda magnitud fisica le esta asociado un operador lineal que,
cuando se lo interpone entre la funcién de onda y su conjugada compleja, permite obtener por
integracion el valor esperado de la correspondiente magnitud. La forma explicita del operador
depende, evidentemente, de si describimos el estado del sistema mediante la funcién de onda ¥
en el espacio de las coordenadas o la funcién de onda @ en el espacio de los impulsos. En el
primer caso se dice que se estd usando la representacion coordenadas, en el segundo caso que se
usa la representacion impulsos.
Del punto de vista practico, es evidente que al tratar una particula libre es preferible usar la re-
presentacion impulsos. Pero si la energia potencial no es constante, generalmente es mejor usar
la representacion coordenadas, porque trabajar con un operador de la forma V(ith) puede ser
incomodo. En el caso del oscilador arménico, cuyo Hamiltoniano clasico es p?/2m+ w?r?/2,
las dos representaciones son igualmente convenientes.
Claramente, ambas formas de describir al sistema son equivalentes y la eleccion de una u otra es
una cuestion de mera conveniencia. Mas adelante veremos que es ventajoso considerar ambas
descripciones como dos representaciones de una formulacion mas general y abstracta de la Me-
canica Cuantica.

Transformaciones unitarias

El hecho que exista la libertad de elegir la forma de describir un sistema se debe a que en la Me-
canica Cuantica, las cantidades medibles (y que por lo tanto se comparan con los resultados ex-
perimentales) se calculan siempre a partir de expresiones del tipo*

(f,0) (8.79)

y por lo tanto estan solo indirectamente relacionadas con f'y g. Por consiguiente, cualquier trans-
formacion del tipo

fr = Uf (8.80)

? El problema aqui es que el analisis de Fourier nos permite describir nuestro estado, o en términos de las
autofunciones de una componente impulso, o en términos de las autofunciones de la coordenada conjugada. Pero el
principio de incerteza nos impide encontrar autofunciones de ambos operadores: tales autofunciones simultaneas no
existen.

* Aqui usamos la notacion compacta del producto escalar que introdujimos en el Capitulo 7.
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que a cada funcion f'de nuestro espacio funcional ¥ le haga corresponder una funciéon f' de otro
espacio funcional F', de forma tal que preserve el producto escalar (8.80), es decir, tal que se
cumpla que

(f'.g) =(f.9) (8.81)

para todo par de funciones f, g de ¥, nos da una descripcion equivalente de nuestro sistema. Este
es justamente el caso de la transformacion de Fourier, que a la funcion ¥(r,t) del espacio de las
coordenadas le hace corresponder la funcién @(p,t) del espacio de los impulsos, pero esta no es
la Gnica transformacioén del tipo (8.80) posible.

Veamos qué condiciones generales tiene que satisfacer el operador U que induce la transforma-
cion (8.80) para que se cumpla la (8.81). Es obvio, para empezar, que U debe ser un operador
lineal y que debe tener inversa, para que las descripciones en los espacios Fy F' sean equiva-
lentes. Pero ademas, recordando la definicion del operador adjunto, tenemos que

(f',g') = (Uf,Ug) = (UTUf,g) (8.82)

Comparando la (8.82) con la (8.81) vemos que para que el producto escalar de dos funciones
cualesquiera se conserve, se debe cumplir que

ur=u-t (8.83)

de modo que

ulu=uut=1 (8.84)

donde con / indicamos el operador identidad. Un operador que cumple la (8.83) se denomina
unitario.

Como se puede apreciar de las formulas (8.72), (8.73), (8.75), (8.76) y (8.78) para el caso de las
representaciones coordenadas e impulso, la transformacion U induce también transformaciones
de los operadores que representan variables dindmicas. De esta forma, el operador 4 definido en
¥ se transforma en un operador A’ definido en F', y para que las dos representaciones sean
equivalentes se debe cumplir

(f,Ag)=(f",A'g) (8.85)

para cualesquiera f,g&¥. Usando la (8.80) y la condicion de unitariedad (8.83), el miembro
izquierdo de (8.85) se puede escribir como

(f,Ag)=(U-1f", AU 1g) = (UTf',AUTg) = (f',UAUTg) (8.86)

Comparando entonces la (8.86) con la (8.85) vemos que la transformacion del operador A esta
dada por

A =UAUT (8.87)

En resumidas cuentas:
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* Dada una transformacion unitaria U que nos lleva de Fa F', las descripcion del sistema
en términos de las funciones f'y los operadores A definidos en F es equivalente a la des-
cripcion en términos de las funciones f’ y los operadores A" definidos en F'.

* Las relaciones entre /'y f'y entre A y A’ estan dadas, respectivamente, por las ecs.
(8.80) y (8.87).

En realidad no hace falta que #' sea un espacio funcional. Basta que sea un espacio vectorial
cualquiera, con tal que se pueda establecer una correspondencia biunivoca del tipo (8.80) entre
los elementos de Fy F', que preserve el producto escalar (esto es, que cumpla la (8.81)). Vere-
mos mas adelante ejemplos concretos de estas transformaciones.

Por lo tanto, resulta que mediante transformaciones inducidas por operadores unitarios podemos
obtener diferentes descripciones del mismo sistema cudntico, todas equivalentes. Esta es la idea
basica en que se funda la equivalencia entre el formalismo de matrices de Heisenberg y la meca-
nica ondulatoria de Schrédinger, y también la teoria de las transformaciones de Dirac y Jordan.
Volveremos sobre estas cuestiones mas adelante, pues primero conviene que el lector se familia-
rice con la descripcion dada por la teoria de Schrodinger, antes de introducir formalismos mas
generales, pero por eso mismo mas abstractos y por lo tanto menos intuitivos.
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9. SOLUCIONES DE LA ECUACION DE SCHRODINGER

Introduccion

En este Capitulo aplicaremos el formalismo de Schrodinger de la Mecanica Cudntica para estu-
diar las soluciones de algunos problemas sencillos en una dimension. El propdsito de estos
ejemplos es que el lector se familiarice con las técnicas de calculo y que vea el origen de algunas
de las curiosas propiedades de las soluciones de la ecuacioén de Schrodinger. Comenzaremos por
el caso mas sencillo, que es la particula libre. Luego consideraremos el potencial escalon y la
barrera de potencial, para poner en evidencia un importante fendmeno que es puramente cuan-
tico: la penetracion de una barrera o “efecto tunel”. Finalmente trataremos el oscilador armoénico
simple y mostraremos que sus niveles de energia estan cuantificados, de una forma ligeramente
diferente de la que resulta del Postulado de Planck de la Teoria Cuantica Antigua. En todos los
casos vamos a emplear la representacion coordenadas.

La particula libre

El Hamiltoniano de una particula libre en una dimension espacial x es

H= (9.1)

Claramente p conmuta con H, de modo que el impulso es constante del movimiento. La ecuacion
de Schrodinger independiente del tiempo es

”dy

- E 9.2
2m dx v (9.2)

y como sabemos tiene soluciones para cualquier valor de E = 0. Por lo tanto el espectro de auto-
valores de H es continuo y las correspondientes autofunciones de la energia (normalizadas a la
delta de Dirac) son las ondas planas

L g g MR _p°

=——¢€ : 9.3
VEk= or = om (9.3)
Las correspondientes funciones de onda son
i 1 E  7k?
Y, =e—IEt/h =_e|(kX—w'[) L W= —=— 9.4
Ek VEK= T5r =~ om (9.4)

Cada autovalor £ de la energia es doblemente degenerado, pues corresponde a dos valores del
impulso:

p =ik = +~/2mE (9.5)
El signo + en la (9.5) corresponde a una particula que se mueve hacia la derecha y el signo — a
una particula que se mueve hacia la izquierda. Puesto que los estados estacionarios (9.4) tienen

un impulso bien definido, la posicion de la particula esta totalmente indeterminada y es igual-
mente probable encontrarla en cualquier parte.
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9. Soluciones de la ecuacion de Schrodinger

Las funciones de onda (9.4) forman un sistema completo, de modo que cualquier estado ¥(X,t)
solucion de la ecuacion de Schrodinger

ih% _ HW(x1) 9.6)

se puede representar como una superposicion de las (9.4) de la forma

W(x 1) = Ta(k)lIfE’kdk _ %?a(k)ei(kx-wt)dk 9.7)
donde
a(k) = (Wg W) = %Ze“(kx“"t)q/(x,t)dx 9.8)
Puesto que
W,W) = Ta(k)* a(k)dk 9.9)

la ¥(x,t) estd normalizada si la distribucion espectral a(k) lo estd. Mediante paquetes de ondas
de la forma (9.7) podemos describir estados en los cuales la particula estd localizada y estudiar
su movimiento, como ya hicimos anteriormente.

Si no queremos trabajar con las autofunciones del continuo, podemos normalizar las autofuncio-
nes de la energia en un intervalo de longitud L. Las soluciones permitidas normalizadas en el
intervalo (X, Xg+ L) que satisfacen 1y (Xg) =y/(Xg + L) = 0 (normalizacion en una caja) son
ondas estacionarias de la forma

Y(x-%) = (2/ L)Y 2senk,(x-%)] , k,=nw/L , n=123... (9.10)
y los correspondientes autovalores discretos de la energia son
E, =7°n’z?/2ml? , n=123... (9.11)

Si usamos en cambio la condicién de contorno periddica Y (Xy) =y (Xg + L), las soluciones
permitidas (normalizadas en el intervalo (X, Xg + L)) son ondas viajeras de la forma

PY(X- %) = (1 L)Y 2eka %) |k —22nz/L , n=0,12,... (9.12)

y los autovalores discretos de la energia son

E, = 2#°n°z?/ml? , n=0,12,... (9.13)

Mientras L sea mucho mayor que el tamafio de la region de interés, estos procedimientos no tie-
nen efectos significativos y L no aparece en los resultados de los calculos de las cantidades de
interés fisico.

104



9. Soluciones de la ecuacion de Schrodinger

Esta manera de hacer las cosas es util para las aplicaciones a la Mecanica Estadistica, en las que
conviene trabajar con el espectro discreto para poder contar el nimero de estados en un dado
intervalo de energia. Con miras a esas aplicaciones vamos a calcular la densidad de estados por
unidad de intervalo de la energia para una particula libre en tres dimensiones. Normalizaremos
las autofunciones de la energia en un cubo de arista L.

Las soluciones permitidas satisfacen las condiciones de contorno (0,y,z) =y(L,y,2) =0,
Y (x0,2 =y (xL,2) =0, y(xY,0) =y(XY,L) =0,y son ondas estacionarias de la forma

¥(x,y,2) = (21 L)*Zsen(k,x) sen(k,y) sen(k,2) (9.14)

con

ke =ny/L , ky=ngm/L , k=nzm/L , n,n,n,=123.. (9.15)

y los correspondientes autovalores discretos de la energia son

2122 2 2_m2.n2.n2
E,=7n"mw°/2mLe , n°=ng+ng+ng (9.16)
Podemos dar una imagen geométrica de la (9.16) representando cada autovalor como un punto
de coordenadas (ny,ny,Nny) en un espacio de tres dimensiones. Claramente, el nimero N(E) de
estados con energia menor o igual a cierto valor E es igual a la cantidad de puntos (ny,ny,ny)
que cumplen la condicion E,, < E, que usando la (9.16) se puede escribir como

2mL2E
NR+n2+n2<s——
XY TR p2g?

(9.17)
Por lo tanto, N(E) es igual al volumen del primer octante de una esfera del espacio (n,ny,ny)
con centro en el origen y radio p(E) = (L/%x)~2mE . Entonces

1/4

N(E) - < ( 70( )3)———n—(

4 V
53 3h3 )3/2

(2mE)3/2 (9.18)

donde V = L3 es el volumen del cubo. Diferenciando la (9.18) podemos calcular la densidad de
estados por unidad de intervalo de la energia, definida por dN = f(E)dE:
f(E) = 4mn (2mE)1/2 (9.19)

Usando la relacion p =+2mE, podemos escribir N en términos del modulo de la cantidad de
movimiento en la forma

4 Vp?
N=—m—0H 9.20
373 (9.20)
Se puede observar que la cantidad
4
%=§ww (9.21)
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es el “volumen” del espacio de las fases (X,Y,Z, Py, Py, P;) accesible a nuestra particula, que esta
contenida dentro del cubo de arista L, y cuya cantidad de movimiento tiene un médulo menor o
igual que p. Por lo tanto la (8.19) se puede escribir también en la forma

¢ = h®N (9.22)

Este resultado se suele expresar diciendo que

Cada estado ocupa un volumiehdel espacio de las fases.

La densidad de estados por unidad de intervalo del modulo de la cantidad de movimiento es

Ap2V

3 (8.23)

dN
_— f =
ap (p)

como se puede obtener de inmediato diferenciando la (9.20).

Obtuvimos estos resultados utilizando funciones de onda normalizadas en una caja ctbica de
arista L, pero es facil verificar que se obtiene el mismo resultado si se usan funciones de onda
normalizadas con condiciones periddicas de contorno en un cubo de arista L. Mas en general, se
puede mostrar que los resultados (9.18)-(9.20), (9.22) y (9.23) son independientes de la forma de
la caja y s6lo dependen de su volumen V.

El potencial escalon

Sea una particula que se mueve en una dimension y cuya energia potencial es (Fig. 9.1):

E
0 , X<0
region 1 region 2 V(x) = {V _de . x50 (9.24)
V ______________
A C El Hamiltoniano es entonces
—_— > —_—>
B D p?
@ @ A ’ X< 0
H=2m (9.25)
P +V , x>0
0 Y 2m
Fig. 9.1 Potencial en escaldn. Para X<O (region 1) la ecuacidon de
Schrodinger independiente del tiempo es
n? d%y
- Y _E 9.26
2m dx v ( )

cuya solucion general (no normalizada) para un dado valor de E es

p® = Ad¥ 1 Be™ | k=+/2mE/n (9.27)
donde 4 y B son constantes a determinar. La corriente de probabilidad de la solucion (9.27) es

hk
IE =" (AF -1BP)=v(AF -|BF) (9.28)
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donde v = 7ik/ m es el médulo de la velocidad en la regién 1. Por lo tanto J&) es la diferencia
entre la corriente V| A |°que va hacia la derecha y la corriente —v| B> que va hacia la izquierda.
Para X > 0 (region 2) la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo es

_mdy

oo = (E-Vy (9.29)

Aqui tenemos que distinguir dos casos, segun si £ es mayor o menor que V.
Si E >V la solucion general de (9.29) es

@ =ce* 4 De™* | K=+ 2mE-V)/n (9.30)
donde C'y D son constantes a determinar. La corriente de probabilidad de la solucion (9.30) es

hk' '
I =" -(CP-IDP)=Vv(CF-|DF) (9.31)

donde V' = 7k’ /m es el modulo de la velocidad en la region 2. Por lo tanto J&) es la diferencia
entre la corriente V' |C [°que va hacia la derecha y la corriente —v'|D > que va hacia la iz-
quierda.

Si E <V la solucion general de (9.29) es una superposicion de ondas evanescentes:

P& =Ce™+ D" |, k=+2mV-E)/n (9.32)

Pero en nuestro caso el término D€ no es aceptable pues diverge para X — . Debemos en-
tonces poner D =0 en la (9.32) y queda

W@ - Ce (9.33)

La corriente de probabilidad correspondiente a la solucion (9.33) es nula.

Ahora tenemos que empalmar en X = 0 la solucién de la region 1 con la de la region 2. Para eso
observamos que ¥ (X) y dy(X)/dx deben ser continuas, para que la corriente de probabilidad
sea continua y por lo tanto se conserve la probabilidad. Debemos pedir entonces

W] =[vE] . [Ev@e] _ -[EvPm] @39

Vamos a considerar por separado los casos E>V y E<V.

Caso E>V

En este caso las condiciones (9.34) nos dan dos ecuaciones

A+B=C+D , kA-kB=KC-kD (9.35)

para determinar las cuatro constantes que figuran en las (9.35). Pero como se debe cumplir la
condicion de normalizacidn, en realidad solo tres de ellas son independientes. Por lo tanto hay
infinitas maneras de satisfacer las (9.35). Esto corresponde al hecho que podemos tener una so-
lucién que corresponde a que la particula llega al escalon viniendo desde la izquierda, otra solu-
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cion que corresponde a que llega viniendo desde la derecha, y también cualquier combinacion
lineal de ambas. Por lo tanto para E >V el espectro de la energia es continuo y cada autovalor
E >V es doblemente degenerado.

Particula que viene desde la izquierda

Para una particula que llega desde la izquierda debemos tener D = 0, de modo que si E>V las
(9.35) se reducen a

A+B=C , kA-kB=KC (9.36)

Resolviendo este sistema obtenemos

B _ k-k ’ C _ 2k (9.37)
A k+K A k+K
R El coeficiente de reflexion del po-
1 tencial escaloén se define como el
cociente entre la corriente refle-
0.8 1 jada y la corriente incidente:
2 Y-
0.6 | r=VIBE _(K=K)"" g 3g)
VIAIF  (k+Kk')
04 1 )
El valor de R (Fig. 9.2) depende
02 | solamente del cociente p = E/V:
[0 _1)2
. . . . S ‘*““p‘l)z (9.39)
1 2 3 4 pys (WP ++p-1)

Puesto que B/ A> 0 la onda inci-

Fig. 9.2. Coeficiente de reflexion del potencial en escalon.  jap¢e y la reflejada estan en fase.

El coeficiente de transmision se define como

_VI|CP 4k 4/pp-1
VIAP  (k+K)?  (Jp +p-1)7

(9.40)

Es facil verificar que se cumple R+ T =1, de manera que se conserva la probabilidad.
Comparando con el caso clasico podemos notar una importante diferencia, pues una particula
clasica con E >V no sufre reflexion al llegar al escalén de V(X): simplemente sigue de largo
con una diferente velocidad. En cambio una particula cuantica tiene una probabilidad no nula de
ser reflejada.

Particula que viene desde la derecha

Si la particula llega desde la derecha tenemos A = 0, de modo que las (9.35) se reducen a

B=C+D , -kB=kC-kD (9.41)
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y entonces

2K
k+ k'

k' -k
k+ k'

(9.42)

(whlvs)
olo

A diferencia de antes, la onda incidente y la reflejada estan en contrafase, pues C/ D < 0. El coe-
ficiente de reflexion es:

VICP  (k-k)?
R= | |2 = ( )2 (9.43)
vV |IDIF (k+k')
y su valor es el mismo que para el caso de particula incidente desde la izquierda y otro tanto ocu-
rre con el coeficiente de transmision.

Caso E<V
Si E <V la solucion en la region 2 es una exponencial decreciente, y las condiciones (9.34) nos
dan
A+B=C , ik(A-B)=-«kC (9.44)
de donde podemos obtener
B_K*K _da | 4o+ 2arctan(k/x) (9.45)
A ik-x
y
C__2Zk _,, e (9.46)
A ik-k

y en consecuencia la solucion es (a menos de una fase irrelevante e/ 2)

2Aco kx—%) , X<0O

YE = (9.47)

2Ac:os<g\e"‘X , x>0
2)

que representa una onda estacionaria en la regién 1 y una onda evanescente en la region 2. La
onda incidente A€’ se refleja totalmente (pues | B [?=| A[?) y aunque  tiene un valor no nulo
en la region 2, no hay penetracion permanente. La corriente de probabilidad es nula en todas
partes. El espectro de la energia para E <V es continuo y a cada autovalor E <V le corresponde
una unica autofuncion, por lo tanto no hay degeneracion.

La solucion (9.47) predice que la particula se puede encontrar en la regiéon X > 0, clasicamente
inaccesible. Sin embargo para observarla en esa regidon es preciso determinar su posicion con
una incerteza del orden Ax=1/k, y entonces Ap>#h/AX=hk = 2m(V - E) por el principio
de incerteza. Por lo tanto, la incerteza de la energia es
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AE=——=V-E (9.48)

Luego si observamos a la particula en la region prohibida por la mecanica clasica, en realidad no
podemos saber si su energia total es menor que V.

El lector notara que los resultados cuanticos del caso E >V son andlogos a los que se obtienen
en la Optica para la reflexion y transmision de ondas que inciden perpendicularmente sobre la
interfase que separa dos medios de diferente indice de refraccion. En cambio, el resultado cuan-
tico para E <V es anélogo a la reflexion total interna.

Las autofunciones que hemos obtenido al estudiar este problema no han sido atin normalizadas.
Si se desea se las puede normalizar como corresponde a las autofunciones del espectro continuo,
esto es con la delta de Dirac.

Penetracion de una barrera de potencial

Sea una particula que se mueve en una dimension y cuya energia potencial es (Fig. 9.3):

Vo) o , x<0
X
- - - V(x)=1V 4
region 1l region 2 region 3 () O<x<a (9.49)
______________ 0, a<x
A F Nos interesa estudiar el caso en que la particula
E —> — que fap
————— s [ ¢ llega a la barrera desde la izquierda (region 1,
P < X < 0) con una energia E<V. En ese caso la
Mecanica Clasica predice que la particula se re-
0 fleja en X =0 y no puede llegar a la region 3
a X —

(Xx>a). Vamos a mostrar que la Mecanica
Fig. 9.3. Barrera de potencial. Cuantica predice en cambio que la particula
puede atravesar la barrera.
De acuerdo con lo visto anteriormente, las soluciones generales de la ecuacion de Schrodinger
independiente del tiempo en las tres regiones en que se divide el eje x son:

regionl: x<O , p® = A+ Be | k= +2mE /7
region2: O<x<a , Y@ =De*+Ce™ |, k=+/2mV-E)/n  (9.50)
region3: x> a , Y = FeX L Ge ™ | k= +2mE/h

Las condiciones de empalme en X =0 son
@] -[vP] . [EvPo]  -[EvPr] ,  ©5D
y nos dan

A+B=D+C , A—B=—iE(D—C) (9.52)

Si resolvemos el sistema (9.52) para 4 y B en términos de D y C resulta
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iy K\ e

iy LK\ e
k/

2\7 k)T 20 k)T 277 k)T 20

donde

1 K 1 K
M) = M32=§(1—|w , Mp = M81=§(1+|—\

Las condiciones de empalme en X = a son
1 2 1 2
0] -l , o [Svfe]  -[SvEel
y nos dan

De? + Ce™@ = Féld 4 Gel@ | De@-Ce™@ = iE(Feika — Geikay
K

Si resolvemos el sistema (9.57) para Dy C en términos de F'y G resulta

—ka+ika -ka-ika
p-& (14i%)F 4 8 (1-i%c
\ K/ 2 |\ K/
a+ika -ika
P L AT PP
\ K/ 2 \ K/
Escribimos las (9.58) en forma matricial:
(D) (M7} Mlaz\(':)
c/"\mz my)le
donde
e—Ka+ika( ) \ e—Ka—ika( ] k\
M3 = 1+i—) , ME = 1-i—
R S 2= )
e;<a+ika/ k\ eyfa—ika/ Tk
M3 = 1-i—) , M&-= 1+i—
I 2= )

donde
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Mar = 'V|101'V|f‘1+ M:(LJZMgl , Mag = IV|(1)1'V|1a2 + M(1)2M§2
(9.62)
Mge = Mglel"' M(z)zMédl , Mpgg = M(2)1M1a2 + MgzMgz

La ec. (9.61) vincula las amplitudes de las ondas a izquierda y derecha de la barrera, y por lo
tanto permite resolver cualquier problema de reflexion y transmision que se desee (para E<V,
se entiende). En el presente caso, nos interesa estudiar la transmision de una particula que llega a
la barrera desde la izquierda. Por lo tanto pondremos G = 0 en la (9.61) y entonces resulta

E 1 e—ika
— = = . 9.63
A Mar coshka+ I—(E—E\senhm N
2\k «/
El coeficiente de transmision de la barrera es entonces
F? 1 1
T =‘Z = 1(1( k\z = “nhea (9.64)
cosh?ka+—(—-—1 senhZa 1+ /5

Si la barrera es alta (o sea E/V no es muy proximo a 1) y ancha (ka >> 1) de modo que trans-
mite poco, entonces senhxa =~ €@/2 y la expresion de 7 toma una forma sencilla:

T~16e2aE(1_E)

vt v/ (9.69)

La penetracion de la barrera se suele denominar efecto tunel y es una manifestacion del caracter

ondulatorio de la particula. El mismo fendmeno aparece para cualquier tipo de ondas. En Optica

se lo conoce con el nombre de “reflexion interna total frustrada”.

EMeV) El efecto tinel permite e_xplicar una paradoja
que se presenta en la emision de particulas o

Vinax por nucleos radioactivos. Como ejemplo, con-

\ sideremos el elemento 2**U. Mediante la dis-

de 8.8 MeV emitidas por el *'*Po se determind
_____________ la energia potencial V(r) de la particula o y se
_________________ : encontrd que coincide con la que proviene de
la ley de Coulomb, por lo menos hasta la
distancia de 3x10712 ¢cm que es hasta donde
Fig. 9.4. Emision de particulas ¢ por un puede llegar una particula o de 8.8 MeV. Por
2385 otra parte los experimentos de dispersion de

particulas a por nticleos livianos muestran que
V(r) se desvia del comportamiento 1/r cuando r < R (R es el radio del nucleo), porque a dis-
tancias menores actian las fuerzas nucleares que son atractivas. Cuando se desarrollé la Meca-
nica Cuantica no se conocia todavia el valor preciso de R para los ntcleos pesados, pero era ob-

K
1
1
N persion por el nucleo del ***U de particulas a
|
1
1

R 3x10-12 cm r ——>

nucleo de

vio que para el >**U debia ser seguramente menor que 3x 1072 cm. Ahora bien, el niicleo del
38U emite ocasionalmente particulas a. Se supuso entonces que dichas particulas estan presentes
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dentro del nucleo, al cual estan ligadas por el potencial V(r). A partir de estos argumentos se
concluyd' que la forma de V(r) es la que se indica cualitativamente en la Fig. 9.4. Por otra parte
la energia cinética de las particulas o emitidas por el >**U es de 4.2 MeV (medida muy lejos del
nucleo, donde V(r) = 0). Por lo tanto se presenta una situacion paradojal, pues clasicamente es
inexplicable que una particula a se emita con una energia menor que la que corresponde al tope
de la barrera.

La paradoja fue resuelta en 1928 por George Gamow, Edward Condon y Ronald P. Gurney en
términos del efecto tinel de la Mecanica Cuantica. Para la energia potencial de la Fig. 9.4 no se
puede aplicar la expresion (9.64) del coeficiente de transmision, pero se puede mostrar que

b
—fo(r)dr

T-e a . K(r) = +/2mV(r) - E] /7 (9.66)

donde a y b son los puntos de retorno clasicos. La probabilidad que una particula a que llega a la
barrera la atraviese es igual a 7. Por unidad de tiempo, la particula o que va y viene dentro del
nucleo, choca con la barrera N = v/ 2R veces. Por lo tanto la probabilidad de emision por unidad
de tiempo es

A =VT/2R (9.67)

Tomando v=(2E/m)Y2 y R=9x107*3 cm (valor que infirieron del anélisis de Rutherford de
la dispersion de particulas a por nucleos livianos) Gamow, Condon y Gurney obtuvieron valores
de A que concuerdan razonablemente con los que se infieren a partir de los tiempos caracteristi-
cos del decaimiento radioactivo, pese a que para diferentes elementos hay enormes variaciones
de A (por ejemplo A =5x10"® 571 para el ?®Uy A = 2x108 s7* para el '*Po), que se deben a
que A depende muy fuertemente de £ (la forma y la altura de la barrera son aproximadamente las
mismas para todos los emisores c).

Corresponde mencionar aqui que Johannes W. Geiger y John M. Nuttall propusieron en 1912
una ley empirica de la forma logA = a+ blogE, para relacionar la probabilidad de emision A
con la energia E de las particulas a emitidas por diferentes sustancias radioactivas. Dicha ley re-
produce razonablemente bien los datos medidos, pero el valor de la constante b implica que A
depende de una potencia de E extraordinariamente alta, alrededor de 90. En esos tiempos, los
fundamentos teoricos de la Ley de Geiger-Nuttall eran, por supuesto, desconocidos.

Por estos motivos, la aplicacion exitosa de la Mecanica Cuantica a la emision de particulas a
constituyd uno de los apoyos mas s6lidos a la nueva teoria, ademas de ilustrar muy claramente la
dualidad onda-particula.

Hay muchos otros problemas sencillos en una dimension (como el pozo cuadrado de potencial,
etc.), que se pueden resolver facilmente por medio de las técnicas que hemos presentado aqui.
Por razones de brevedad no los vamos a tratar, pero el lector interesado los puede encontrar de-
sarrollados en la bibliografia.

! Esta conclusion fue confirmada por experimentos posteriores con particulas o de energia suficientemente grande

como para investigar el potencial para todo 7.
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9. Soluciones de la ecuacion de Schrodinger

El oscilador arménico simple

La energia potencial de un oscilador armonico simple es

V(X) = 1 mw?x? (9.68)

donde w es la frecuencia clasica del oscilador y m la masa. La forma (9.68) de V(X) es de gran
importancia practica, pues es una aproximacion para cualquier energia potencial arbitraria en
el entorno de un punto de equilibrio estable. El oscilador arménico simple es también impor-
tante porque el comportamiento de sistemas tales como las vibraciones de un medio eléstico y
del campo electromagnético en una cavidad se pueden describir como la superposicién de un nu-
mero infinito de osciladores armoénicos simples. Al cuantificar esos sistemas nos encontramos
entonces con la mecéanica cuantica de muchos osciladores armonicos lineales de diferentes fre-
cuencias. Por tal motivo, todas las teorias de campos modernas utilizan los resultados que vamos
a obtener.

El Hamiltoniano del oscilador arménico simple es

2

LN N (9.69)
2m 2

y la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo es entonces:

T Lo 2x%y = Ey (9.70)

Para aligerar las formulas introducimos en lugar de x y p los operadores adimensionales §y n

definidos por:
X = E/ p=n'mw (9.71)

Es facil verificar que &y 1 = —id/d&§ cumplen la relacion de conmutacion

[Em]l=8n-nE=i (9.72)

En términos de §y 1 el Hamiltoniano se escribe

H =R , 9 =3(n?+8%) (9.73)
y laec. (9.70) en la forma
d%y 5
d§2 +(2e-&)W =0 , E=hwe (9.74)

Veamos el comportamiento de (&) para § — +oo. Para valores finitos de ¢ es facil verificar que

Y(E—20) > e /2 (9.75)
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9. Soluciones de la ecuacion de Schrodinger

de manera que v tiene el comportamiento de una Gaussiana.
Es inmediato verificar por sustitucion directa en la (9.61) que

po(&)=e s/ (9.76)

es una solucion de la (9.74) y corresponde al autovalor € =1/2. En efecto, si € =1/2 se cum-
ple:

d2¢o
dg?

+(26 = E%pg = —Yo + EPo + (26 — E?)yp = 0 (9.77)

Para encontrar las demas autofunciones y autovalores vamos a usar una sencilla y elegante téc-
nica de operadores, que es diferente de los métodos que se emplean habitualmente en los textos
elementales de Mecanica Cuantica. Hacemos asi porque esta técnica es el prototipo de otras se-
mejantes que se aplican en una variedad de problemas.

Nuestro método se funda en las propiedades de conmutacion de ciertos operadores no
Hermitianos oportunamente definidos, y permite encontrar sistematicamente mediante un
procedimiento recursivo todas las autofunciones y sus correspondientes autovalores a partir de
Yoy de €. Para eso definimos el operador

a- L (E+in - (E+ D) (0.78)
que por supuesto no es Hermitiano, y su adjunto
Al - g-in) - - ) (9.79)
En términos de a y a' el operador ¥ 'se expresa como
H = aTa+% (9.80)
El conmutador de a y a' es
aal —a'a=1 (9.81)

Puesto que #'y a'a conmutan, las autofunciones de #'y a'a son las mismas, de modo que para
encontrar los estados estacionarios es suficiente resolver el problema de autovalores de a'a. Si
llamamos A, (n=0,1 2,...) a los autovalores y ,, las correspondientes autofunciones, la ecua-
cion que queremos resolver es

a'ay, = Ay (9.82)

Primero vamos a demostrar que los autovalores no pueden ser negativos. De la (9.82) obtenemos

(Wn.a'ay,) = (@y,,ay,) = A @n.¥,) (9.83)
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donde usamos la definicion de operador adjunto. Puesto que la norma de una funcién no puede
ser negativa, concluimos que

Ay =0 (9.84)

Si 3| es una autofuncion de aTa, entonces aka es también una autofuncion; en efecto usando
la relacion de conmutacion (9.81) vemos que:

(aTa)ay, = a'(a'a+ )y, = (4, +Daly, (9.85)

Por lo tanto a'y, es una autofuncion con autovalor A, +1. Del mismo modo se obtiene
(a’a)ay = a(a’a- Dy = (A - Dayy (9.86)
que muestra que ay es una autofuncion de a'a con autovalor A — 1. Debido a estas propieda-
des a y a se denominan operador de subida y operador de bajada, respectivamente. Operando
reiteradamente con a' y a sobre una autofuncion Y dada, podemos generar nuevas autofuncio-
nes correspondientes a diferentes autovalores, del mismo modo como se suben o se bajan los
peldafios de una escalera. Sin embargo, la condicidon (9.84) limita la cantidad de veces que se
puede aplicar el operador de bajada, porque cuando se llega un autovalor 0= Ay <1, la aplica-
cion del operador de bajada no permite ya encontrar una nueva autofuncion, pues seria una auto-

funcion correspondiente a un autovalor que viola la condicién (9.84). Por lo tanto para el pel-
dafio mas bajo de la escalera (n = 0) se debe cumplir

alay,=Agyy , O=sAp<1 (9.97)

y también

aygy =0 (9.88)

y por consiguiente el menor autovalor de a'a es

Ao =0 (9.89)

Partiendo entonces de ¢ y de Ay = 0 podemos obtener todas las demas autofunciones y auto-
valores por aplicacion reiterada del operador de subida a'. Pero nosotros ya conocemos Yo, que
esta dado por la (9.76):

NG R (9.90)

Por consiguiente la n-ésima autofuncion, y su correspondiente autovalor son
d n
v @@ - [ S(5- 0] €2 g 9.91)

Usando la (9.74) y la (9.80) obtenemos que
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Hy, = ho(n+ 3y, (9.92)

y por lo tanto los autovalores de la energia son

E,=fho(nh+3) , n=012.. (9.93)

Observamos que a diferencia del caso clasico, la energia del oscilador no es nula en el estado
fundamental (n = 0) sino que todavia vale 7w /2. Este resultado de la teoria de Schrodinger di-
fiere del que se obtuvo en la Teoria Cuantica Antigua a partir de los postulados de cuantificacion
Planck y de Wilson-Sommerfeld. La energia fw/2 se denomina energia de punto cero del os-
cilador armonico y su existencia es un fenémeno cuantico que se puede entender en base al prin-
cipio de incerteza.

Veamos ahora las expresiones explicitas de las autofunciones (9.91). Es facil verificar que v,
tiene la forma

¥ = CyHn(8)e /2 (9.94)

donde H,(§) es un polinomio de grado n y C, es una constante de normalizacién todavia no
especificada. Los polinomios H,(§) se denominan polinomios de Hermite'y se suelen definir de
modo que el coeficiente de la potencia mas elevada de & sea 2". Los primeros polinomios de
Hermite son:

Ho(8) =1 Ha(8) = 883 - 12§
H, (&) = 28 H, () = 1654 — 4852 + 12 (9.95)
H,(§) = 452 -2 Hs(E) = 328° - 16053 + 120&

Los polinomios de Hermite satisfacen la ecuacion diferencial

d?H,, dH
—2E—D42nH, =0 9.96
oz § dg 2 (9.96)

Una forma simple de definir los polinomios de Hermite es

dn
d&"

Hy = (-D)"e¥ — e (9.97)

Se puede ver que los polinomios de Hermite tienen paridad definida dada por (-1)" y que sus n
raices son todas reales. Por lo tanto v, tiene # nodos.
Las autofunciones normalizadas son:

1/4
%(M\ Hn(g)e—§2/2 , §=x,\/§ (9.98)

Wn(§)=\/2 n Jth}

En la bibliografa citada el lector puede encontraifigos de las autofunciones (9.98).
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10. Fuerzas centrales, momento angular y atomo de hidrogeno

10. FUERZAS CENTRALES, MOMENTO ANGULAR Y ATOMO DE HIDROGENO

Introduccion

Nos ocuparemos ahora del movimiento de una particula en tres dimensiones. En la Mecanica
Cuantica, del mismo modo que en la Mecanica Clasica hay una clase muy importante de pro-
blemas que surgen cuando las fuerzas son centrales, esto es, cuando la energia potencial depende
solo de la distancia r desde la particula a un punto fijo (que tomaremos como el origen de coor-
denadas). El Hamiltoniano es entonces (u indica la masa de la particula)

p2 h2
H=2—+V(r) =———VZ+V(r) (10.1)
2u 2u

Puesto que una fuerza central no produce momento respecto del origen, clasicamente se con-
serva el momento angular (orbital), que se define como

L=rxp (10.2)

En la Mecanica Clasica, la conservacion del momento angular para problemas de fuerzas cen-
trales tiene importantes consecuencias: la orbita de la particula esta contenida en un plano (nor-
mal a la direccion del momento angular) y se cumple la Ley de las Areas (la velocidad areolar es
constante y proporcional al médulo del momento angular). De resultas de ello, si se describe el
movimiento en el plano de la o6rbita, el problema es separable en coordenadas polares con origen
en el centro de fuerzas. Gracias a esto el analisis del movimiento en tres dimensiones se simpli-
fica enormemente, pues queda reducido esencialmente al estudio del movimiento radial, esto es,
un movimiento unidimensional bajo la accion de la fuerza central mas la fuerza centrifuga (cuyo
valor esta determinado por el modulo del momento angular). De acuerdo con el principio de co-
rrespondencia cabe esperar que el momento angular juegue también un rol muy importante en la
Mecanica Cuantica. Veremos, en efecto, que debido a la conservacion del momento angular se
simplifica considerablemente la solucion del problema, ya que la ecuacion de Schrodinger inde-
pendiente del tiempo se separa en coordenadas polares esféricas. En consecuencia las autofun-
ciones de la energia se pueden escribir como el producto una funciéon de los angulos (que de-
pende del momento angular y no depende de la forma de la energia potencial V(r)) y una fun-
cion radial donde estd comprendida la totalidad de los efectos de V/(r).

Propiedades del momento angular

El operador L que representa el momento angular se obtiene reemplazando p en la (10.2) por
—-iAV. Aqui no hay dificultad con operadores que no conmutan, pues en la (10.2) s6lo aparecen
productos como Xpy, yPy, etc.. Comenzamos por obtener las relaciones de conmutacion del mo-
mento angular usando las reglas de conmutacion entre las componentes de r y p. Por ejemplo, es
facil verificar que

[LX’X]=O ) [Lx'px]=0
[LX’Y] =ihz J [Lx1 py] = ihpz (10.3)
[Lx’z] =-iny [Lx’ pz] = _ihpy
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10. Fuerzas centrales, momento angular y atomo de hidrogeno

Relaciones semejantes valen para los conmutadores de L, y L. con las componentes de ry p. A
| p y Y p yp
partir de ellas podemos calcular las relaciones de conmutacion de las componentes de L entre si:

[Ly. Lyl =iaL, , [Ly,L]=inL, , [L,L]=inAL, (10.4)
El hecho que las componentes de L no conmutan implica que no existen en general estados en

que todas las componentes del momento angular tengan valores bien definidos.
Si aplicamos la relacion general (8.51):

AFAG = 3 |[F,G]| (10.5)

obtenemos que

ALAL, = 5|1, , ALAL =5|L, | , ALAL,=3|L| (10.6)

Las (10.6) muestran que las tres componentes de L se pueden determinar con exactitud sélo si
los valores esperados de las mismas son nulos, esto es si

C-0 (10.7)

Ademas, si las componentes de L estan bien definidas se debe cumplir

A =(L-L)P=2=0 , j=xYz2 (10.8)

y por lo tanto para tener AL = 0 es preciso que ademas de la (10.7) se cumpla también

L5=15=15=0 (10.9)

En consecuencia el unico estado 1 en el cual se pueden conocer con exactitud las tres compo-
nentes de L es un autoestado de las tres componentes con autovalores nulos, tal que:

Ly =0 (10.10)

Magnitud del momento angular
El cuadrado de la magnitud de L es

L2 = L5+ L5+ L2 (10.11)

El valor medio de L? en un estado cualquiera ¢ es siempre mayor o igual que el valor medio del
cuadrado de una cualquiera de las componentes de L, digamos L,, esto es:

?=L_§(+L_§,+L_§2L_§ (10.12)

puesto que

1%, L5=0 (10.13)
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El signo =en (10.12) vale sélo si Ly = 0. En efecto

L2 = (4,L20) = (Lyp Lyp) =0 = L$=0

X (10.14)
L5 = (¢, L5¢) = (Ly$Ly$)=0 = Lyp=0
y entonces usando
L, = -+l L] (10.15)

encontramos que

Lp=0 (10.16)
y en vista de (10.14) y (10.16) concluimos que

12512 (10.17)

para todo ¢, excepto cuando se cumple la condicion (10.10). Vemos entonces que, salvo cuando
todas las componentes de L son nulas, la magnitud del momento angular supera el méximo valor
de cualquiera de sus componentes.

Es facil verificar que L? conmuta con todas las componentes de L:

[L?,L]=0 (10.18)

Por lo tanto L2 y una cualquiera de sus componentes, digamos L,, poseen un sistema completo
de autofunciones en comun.

Traslaciones y rotaciones infinitesimales y sus generadores

Hay una estrecha relacion entre el impulso y las traslaciones, y entre el momento angular y las
rotaciones rigidas. Sea ¢(r) una funcion escalar diferenciable arbitraria. Si desplazamos el valor
de ¢ a un nuevo punto r + a (Fig. 10.1) obtenemos una nueva funcion @(r) tal que

D(r +a)=¢(r) (10.19)
Para una traslacion infinitesimal da:
¢(r)
D(r)=¢(r —da)=¢(r)-o0a-V¢(r) (10.20)
r
a y por lo tanto
D(r+a)=¢(r) _
|
op op(r) = @(r)-¢(r) = -—da-pg(r) (10.21)
rta h
Por este motivo el operador p se denomina genera-
dor de traslaciones infinitesimales.
Si el desplazamiento es una rotacion infinitesimal
Fig. 10.1. Rotacién rigida. de un angulo d¢ alrededor de un eje que pasa por el

origen,
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a=0@pxr (10.22)

donde d@ es un vector cuya magnitud es d¢ y que tiene la direccion del eje de rotacion. La va-
riacion de ¢ es entonces:

O¢(r) = d(r) - p(r) = —(d@xr)-Ve(r) = 6@ (r x V)¢(r) (10.23)
es decir

op(r) = —i%&p' Lo(r) (10.24)

Por este motivo el operador L se denomina generador de rotaciones infinitesimales.

De la (10.10) y 1a (10.24) se desprende que la funcién de onda v del estado en el cual las tres
componentes de L estan bien definidas es invariante ante una rotacion infinitesimal arbitraria.
Por lo tanto @ = (r) depende so6lo de » y no de los angulos y describe un estado esféricamente
simétrico. Tales estados de momento angular nulo se denominan estados S.

Dejamos como ejercicio para el lector comprobar que la relacion fundamental (10.24) implica
las relaciones de conmutacion (10.3).

Fuerzas centrales y conservacion del momento angular

Es facil verificar usando las relaciones de conmutacion (10.3) (lo dejamos como ejercicio) que

[L,p?]=0 (10.25)
Ademas, poniendo ¢ = V(r)y(r) en la (10.24) obtenemos

VO] = VoY) = o9 LVOW() = g VLy (D) (10.26)

Puesto que d@ y y(r) son arbitrarios, concluimos que

[L,V(r)] =0 (10.27)

Si V =V(r), en virtud de las (10.25) y (10.27) obtenemos

[L,H]=0 (10.28)

y por lo tanto en presencia de fuerzas centrales el momento angular es una constante del movi-
miento, tal como ocurre en la Mecanica Clasica.

Energia cinética y momento angular

En Mecanica Clasica se usa la identidad

L? = (r x p)% =r2p? - (r - p)? (10.29)
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para expresar la energia cinética en términos de la componente radial del impulso y de L? que es
constante del movimiento, y asi el problema de fuerzas centrales se reduce a un problema
unidimensional equivalente. Aqui tenemos que proceder con cuidado, pues

(r x p)? =r2p? - (r- p)? (10.30)

debido a que r y p no conmutan. La expresion correcta es

L>=(rxp)-(rxp)=r?p?>-r(r-p):-p+2iar-p (10.31)

lo cual se verifica con un poco de paciencia desarrollando el producto (r x p)-(r x p). Puesto
que

r-p= —ihri (10.32)
or

la (10.31) se escribe

2
L2=r2p2+h2r2%+2h2r§=r2p2+h2§(r2§) (10.33)
r r r r

y como L conmuta con cualquier funcién de », podemos escribir la energia cinética en la forma

p 207)
TP _ = " (29 10.34
2 (r or ( )

Debemos recordar que para llegar a esta expresion hemos dividido la (10.33) por r?; por lo tanto
la (10.34) no vale para r = 0, salvo en el caso especial de los estados de momento angular nulo,
para los cuales Ly =0.

Reduccion del problema de fuerzas centrales

Cuando L? es constante del movimiento existe un sistema de autofunciones Ye;(r) de Hyde
L? con autovalores E y A2, respectivamente:

Hye , ()= Eyg,(r) . Laypg;(r)=Anypg,(r) (10.35)

Aqui A es un nimero puro, pues 7 tiene dimensiones de momento angular.
Usando la (10.34) la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo se escribe en la forma

A A
_ szg(rzg) o +V(r)}wm(r) — Eye, (1) (10.36)

Puesto que L2 conmuta con cualquier funcion de r, todas las soluciones de la (10.36) se pueden
obtener como combinaciones lineales de soluciones separables en coordenadas esféricas, de la
forma

Y (r) =R, (NY;(6,9) (10.37)

122



10. Fuerzas centrales, momento angular y atomo de hidrogeno

donde Y, (6,¢) es una solucion de

L2Y, (6,¢) = AM2Y, (0,0) (10.38)

y la autofuncion radial Rg , (r) satisface la ecuacion diferencial ordinaria

2 2
2Zr2%(r2%) ' zhurkz + V(1) |Re,, () = ERg (1) (10.39)

Si hacemos la sustitucion

Ug 5 (r)
Rea(n) === (10.40)
encontramos que u satisface la ecuacion radial:
n? d*u n2
2u olr%A [2Mr2 +V(r)]“m = Eug; (10.41)

Notar el término #°A/2ur? que se suma a la energia potencial. Este término se denomina poten-
cial centrifugo pues representa el potencial del cual deriva la fuerza centrifuga.

La (10.41) se parece a la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo en una dimension
que estudiamos en el Capitulo 9, pero las condiciones de contorno para Ug ; son diferentes pues
r no puede ser negativo. Por ejemplo, para que v sea finita en todas partes, u se debe anular en
r = 0. Dado que las condiciones de contorno dependen de V(r) dejaremos para mas adelante su
discusion y estudiaremos primero los autovalores y autofunciones del momento angular, que son
aspectos comunes a todos los problemas de fuerzas centrales.

Dependencia angular de las autofunciones

Conviene expresar el momento angular en coordenadas polares esféricas (Fig. 10.2)

z X = rsenf cosg

y = rsenfiseng (10.42)
Z = rcoso

~>

<>

El operador V se escribe entonces

IS
<
Il
-
|
+
)
|
+
S

2 (10.43)

I = Xsend cosg + ysenfseng + zcosH
0= XcosO cose + ycosfseng — zsenf  (10.44)
@ = —Xseng + ycosp

Fig. 10.2. Coordenadas polares esféricas. 1 5 (10.43) muestra que (a diferencia de las compo-
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nentes cartesianas) las componentes polares del impulso no conmutan entre si.
El momento angular se puede expresar como

I _pt &) (10.45)

L=rxp=-ifirf xV =-ih| p— - ———
P (‘pae —

De la (10.45) es evidente que L conmuta con cualquier funciéon de » y con cualquier derivada
con respecto de » como ya sabiamos.
Usando (10.45) y (10.44) obtenemos

L, = —ih(—senqy% - COS(pCOtHi)

@
. 0 J
L, = 17| cosp — — seng cotd — 10.46
v ( 9 g @ &(p) ( )
L, - —in-2
I

y finalmente obtenemos la expresion de L? en coordenadas polares esféricas:

2
12 = -2 ii(senei) N (10.47)
senf 46 d0) sen0 dp
El problema de autovalores de L? es entonces
1 4 J 1 9?2
———|senfd—| + ————= 1Y, (0,9) = -AY, (6, 10.48
[sene a@( a@) sen’f c?(pzl +(60.9) 1(6.9) ( )

Podemos resolver esta ecuacion por separacion de variables poniendo

Y(0,9) = 0(0)P () (10.49)
y resulta
2 2
6 |sen do\ do ) @ do

Si indicamos la constante de separacion como m? (veremos en seguida que m es real en virtud
de las condiciones de contorno que impondremos) obtenemos una ecuacion diferencial ordinaria
para .

d?®

— +M’P =0 (10.51)
dg

y otra para ©:

1 dy Hd@\ m?

= —lseng—)-— - 0+210=0 10.52
send do \ d0) senZ0 " ( )
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El problema de autovalores para L, y la cuantificacion espacial

Para resolver la (10.51) vamos a requerir que

(¢ + 27) = D() (10.53)

para que la funcion de onda sea univaluada. Esto nos restringe a las soluciones

O(p)=€™ | m=0z1=2 ... (10.54)
que son autofunciones del operador L,, pues de acuerdo con la (10.46):

Lem = —ihaieimq) —mie™ | m=0+1=%2... (10.55)
@

Puesto que L, conmuta con L? ambos operadores tienen un sistema de autofunciones en comun,
por lo cual el resultado (10.55) no es sorprendente.

Incidentalmente, se puede observar que la (10.51) admite soluciones de la forma cosmg y
senme que también cumplen la condicion (10.53), pero no son autofunciones de L,. Asimismo
Ly y Ly conmutan con L2 y por lo tanto también cualquiera de ellas tiene un sistema de auto-
funciones en comiin con L2, pero esas autofunciones tienen una forma mucho mas complicada
debido a que usamos el eje z como el eje de las coordenadas polares esféricas y por eso en las
expresiones de L, y Ly figuran 6y ¢, mientras que en la de L, figura solamente ¢.

La ec. (10.55) muestra que los autovalores de L, son M/ ; por consiguiente una medicion de L,
puede dar como resultado unicamente multiplos enteros de 7. Puesto que la direccion del eje z
es arbitraria, esto implica que el momento angular respecto de cualquier eje esta cuantificado 'y
que una medicioén del mismo sélo puede dar como resultado uno de los valores discretos

0, +h, =2k, =30, ... (10.56)

Este hecho se conoce como cuantificacion espacial.

El nimero m se suele denominar numero cuantico magnético debido al papel que juega en la
descripcidn del efecto de un campo magnético uniforme B sobre una particula cargada que se
mueve en un campo de fuerzas centrales.

Teoria elemental del efecto Zeeman

Cuando un atomo esta sometido a un campo magnético externo, se observa que las lineas espec-
trales se subdividen en varias componentes. Este fendmeno se denomina efecto Zeeman.

Se puede demostrar que cuando una particula cuya carga es g se mueve en un campo magnético
externo descripto por el potencial vectorial A, el operador p se debe reemplazar por

p—p-Ja (10.57)
c
Por consiguiente el Hamiltoniano H se debe reemplazar por:

1, Ll g,
H=— V - H=—"Ip-=2A V 10.58
2up * Z,u\p c ) * ( )
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10. Fuerzas centrales, momento angular y atomo de hidrogeno

Para un campo magnético uniforme A= (Bxr)/2; la ecuacién de Schrodinger independiente
del tiempo se escribe entonces (despreciando términos cuadraticos en B) como

2
P_ 95 +V() |y = E'y (10.59)
2u  2uc

Por lo tanto en primera aproximacion el efecto de un campo magnético es agregar a la energia un
término de energia magnética —M - B, donde M es el momento magnético efectivo del sistema y
esta relacionado con el momento angular por

-9 (10.60)
2uc

Esta ecuacion muestra que la relacion entre las magnitudes del momento magnético y del mo-
mento angular de un electrén (= —€) es la constante e/ 2uc. Es usual expresar dicha constante
como

e _9bs

& 0.927x 102 erg/gauss (10.61)
2uc h c

L =1 1 =
gL Bs >

La cantidad fg se denomina magneton de Bohr y es la unidad natural para los momentos mag-
néticos atémicos; el nimero g, se llama factor giromagnético (o factor de Landé) orbital y lo
introducimos explicitamente pese a ser igual a la unidad, pues veremos que hay otros factores
giromagnéticos que tienen un valor diferente.

Si se toma el eje z en la direccion del campo magnético, la perturbacion magnética —M - B con-
tiene solo el operador L, y por lo tanto las autofunciones simultaneas de 4 y L, son también
autofunciones de H’. Entonces es inmediato comprobar que en presencia del campo magnético
los autovalores de la energia de un electrén pasan a ser:

E > E=E-- mi=E+pgm (10.62)
2uc

Este resultado explica el origen del término “niimero cudntico magnético” para designar a m. La
ecuacion (10.62) implica que los estados con el mismo E y diferente m, que en ausencia del
campo magnético estaban degenerados, se separan debido a que la interaccion con el campo de-
pende de la orientacion de L (y por lo tanto del momento magnético M) con respecto de B.

Esta es la teoria elemental del efecto Zeeman. Para la mayoria de las aplicaciones es necesario
refinarla, para tomar en cuenta el spin del electron y otras correcciones a la energia que son im-
portantes a menos que B sea muy grande.

Autovalores y autofunciones de L2

Volvemos ahora al estudio de la ec. (10.52):

1 dy doy m?
send do \ do/) sen?o

©+10=0 (10.63)

Conviene hacer el cambio de variable

126



10. Fuerzas centrales, momento angular y atomo de hidrogeno

§=cos® , F(§)=06(0) (10.64)
que nos lleva a la ecuacion
d [ g2y dF]__m? _
dE [(1 S )dgl -2 F+AF =0 (10.65)

En el caso particular m= 0 la (10.65) se reduce a la conocida ecuacion de Legendre:

d 1, e dF _
dg[(l §)d§l+AF 0 (10.66)

Puesto que la ecuacion de Legendre es invariante frente al cambio § — -& (es decir 0 — 7w - 0)
basta buscar soluciones de paridad definida (esto es funciones simétricas o antisimétricas
respecto del plano z=0).

La solucion regular de la (10.66) se puede expandir en serie

F(§) = gaksk (10.67)

Sustituyendo (10.67) en (10.66) obtenemos una relacion de recurrencia para los coeficientes de
la serie:

k(k+1) -2
By = D =2 (10.68)
(k+D(k+2)
La (10.68) muestra que para k par se cumple a_, = 0 y para k impar a_q = 0, de acuerdo a la hi-
poétesis que F es regular en § = 0. Por otra parte, si la serie no termina para algun valor finito de
k, se tiene que

(M) -1 (10.69)
& )\

y por lo tanto la serie diverge para & — =1. Por la misma razon excluimos la segunda solucion
linealmente independiente de la (10.66) que diverge logaritmicamente en § — +1.

Concluimos que para tener una solucion aceptable, la serie se debe cortar en un valor finito
k =1, donde / es un entero no negativo, y en ese caso F es un polinomio de grado /. Entonces los
valores permitidos de A son:

A=I1(1+) , 1=012,... (10.70)
El nimero / se llama numero cuantico del momento angular orbital. Por tradicion los corres-

pondientes autoestados del momento angular orbital se designan con los simbolos S, P, D, F, G,
H,.... Si hay varias particulas en el campo de fuerzas centrales se usan las minusculas s, p, d, f,
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g, h,.... para designar los estados de momento angular de cada particula y se reservan las
mayusculas S, P, D, F, G, H,.... para el momento angular orbital total'.
Los autovalores de L? son por lo tanto

I(I + )#? = 0, 212, 612, 1242, ... (10.71)

Las soluciones polinomiales de la (10.66) se suelen definir como

1 d

ﬂd_g'(gz -1 (10.72)

R(E) =

y se denominan polinomios de Legendre. El factor constante en (10.72) se introduce para que

R(x1) = (x1)' (10.73)
Los primeros polinomios de Legendre son
RE)=1 P3(8) = 3(55° - 35)
R&)=¢& P4(&) = §(355% - 3052 + 3) (10.74)

Py (8) = 3(357-1) Ry(§) = 5(635° - 705° +158)

Puesto que los R (&) son autofunciones del operador Hermitiano L2, es evidente que son ortogo-
nales:

+1
[REREE =62 (10.75)
©1

Una vez conocidas las soluciones de la ecuacion de Legendre (10.66) no es dificil encontrar
también las soluciones de la (10.65) con m= 0. Para eso usaremos una técnica semejante a la
que empleamos en el Capitulo 9 al estudiar el oscilador armoénico. Consideremos los operadores
no Hermitianos

L, =Lg+iky , Lo=L,-iLy, (10.76)
cuya forma explicita es
L, -7~ vicoto-L)| | L - -he-iw(i Zi cotei) (10.77)
d0 ap 20 op

Es facil comprobar que L, y L_ cumplen las siguientes relaciones de conmutacion:

[L?,L,]=0 , [L,L,]=nL, , [L,L.]=-AL_ (10.78)

y satisfacen las siguientes identidades que nos seran de utilidad:

" Los primeros cuatro simbolos son las iniciales de los nombres de las series espectrales Sharp, Principal, Diffuse y

Fundamental.
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LL =L2-12-aL, , LL =L2-12+%L, (10.79)

+ +

Indicamos ahora con

Y™(6,9) = OM(0)e™ (10.80)

las autofunciones de L%y L,. Conocemos ya algunas de ellas, las que corresponden a m=0:
¥°(6,¢) = ©0(6) = R(cos6) (10.81)
y ahora mostraremos como se obtienen las demas.
Si aplicamos L, a la funcion L,Y™ y usamos la (10.78) obtenemos:
Lo(L Y™ ={L, L, +[L L IPY™ ={L, L, + ALJY™ = (m+DA(L,Y™)  (10.82)
Esto muestra que L,Y™ es una autofuncién de L, correspondiente al autovalor (m+ 1), y por
lo tanto es proporcional a Y|m+1. Escribimos entonces
L, Y™ = C, (I,m)aym+L (10.83)
donde C_(I,m) es la constante de proporcionalidad. De igual modo si aplicamos L, a la funcion
L_Y™. resulta
Lo(L Y™ = {L L, + [, L Y™ ={L_L, - AL }Y™ = (m-DA(LY™)  (10.84)
y por lo tanto L_Y™ es una autofuncion de L, correspondiente al autovalor (m- 1), y debe ser
proporcional a Y|m'1; entonces
L.Y™=C_(I,mry™! (10.85)
donde C_(I,m) es una constante.
Por consiguiente, aplicando reiteradamente los operadores L, y L_ podemos obtener a partir de

Y? todas las diferentes Y™ para el / dado.
Observemos que para cada /, la condicion (10.17):

12> 12 (10.86)
implica
A=1(+D=n? (10.87)

En consecuencia para cada / debe haber un valor maximo de m, m= (q, tal que la aplicacion de
L, a Y% no nos da una nueva autofuncion, es decir

L,Y9=0 (10.88)

Multiplicando la (10.88) por L_ y usando la (10.79) obtenemos
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L LYY= (L2-2-nL)Yd=7?[I(l + ) -qq+DI¥9 =0 (10.89)

de donde resulta que

a@+1)=1(1+1) (10.90)

La (10.90) nos da dos posibles valores de ¢: / y —(I +1). Obviamente debemos descartar el se-
gundo y por lo tanto el maximo valor de mes m=1.
Analogamente debe haber un valor minimo de m, m=q’ tal que

LYY =0 (10.91)

Multiplicando la (10.91) por L, y usando la (10.79) obtenemos

LYY = (2-L2+aL)YY =2?[(1+D) - '(q -DIY* =0 (10.92)

de donde resulta que

'@ -Y=I(0+1) (10.93)

Las raices de (10.93) son -/ y | + 1y puesto que la segunda de ellas se debe descartar, el minimo
valor de mes m=—I.
En consecuencia los posibles valores de m para un / dado son:

m=0,=+1,---, = (10.94)

o sea en total 2| +1 valores.
Usando las identidades (10.79) podemos calcular los valores de las constantes C_(I,m) y
C_(l,m), los resultados son:

C.(m=y(0-m@+m+1) , C_(I,m)=/(+m(l-m+1) (10.95)

Las autofunciones normalizadas Y"(0,¢) de L2 y L, se denominan armonicos esféricosy su
forma explicita para m= 0 es

21 +1(-m)!

YhO.9) = (I +m)!

(-1)Me™RM(cosh) (M= 0) (10.96)

Los armonicos esféricos con superindice negativo se definen como

Y™ = (<)M (m<0) (10.97)

En la (10.96) R™ indica las funciones asociadas de Legendre, que son soluciones de la ecuacion
(10.65), y se definen a partir de los polinomios de Legendre como

dm

R™(&) = 1-§)™?2 e R(E) (10.98)
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Los armoénicos esféricos forman un sistema ortonormal completo, de modo que

21 T
[do [IY™(O.¢)] Y™ (0.0)Sen0d0 = 8.0 gy (10.99)
=0 0=0

Podemos observar que en una inversion de coordenadas, en la cual

0—-nm-0 , p—=@+xa (10.100)

la funcion €™ queda multiplicada por (=)™ y R™(cos8) por (=1)'*™. Por consiguiente la pa-
ridad de los armoénicos esféricos esta dada por (-1)'.
Los primeros armonicos esféricos son

Yt = i ““ieiiq)sen@ = +\E X=1y

g2 (10.101)
/ (300326 1)—\“ z -y
Vel o3 15 (x+|y)z
= | —e—'q’cosesenﬁ
T Ner 12
. | +iv)2
Y2¢2 =\/£e:2ltpsen29= “JE (X_zly)
327 \32x r

La ecuacion radial

Volvemos ahora a la discusion de la ecuacion radial. De lo visto antes, concluimos que en pre-
sencia de fuerzas centrales las soluciones de la ecuacion de Schrodinger independiente del
tiempo son de la forma

u(r)
y(r.0,¢)= T\ﬂm((?,(p) (10.102)
Puesto que » no cambia por una inversion de coordenadas, esas funciones de onda tienen la
misma paridad que los armonicos esféricos. Por lo tanto para / par tendremos estados de paridad

pary para [ impar estados de paridad impar.
La funcion de onda radial u(r) debe ser solucion de la ec. (10.41):

+V(r)

2 d%u 2
ikl ¥ S [h (+9) Ug ; = EUg (10.103)

“2u dr? 2ur?

Puesto que los armodnicos esféricos estan normalizados, la normalizacion de la funcion de onda
para las autofunciones correspondientes a los autovalores discretos de la (10.103) requiere que
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[[w yr?drdQ = [u'udr =1 (10.104)
0

La normalizacion de las autofunciones del espectro continuo requiere

fu’,;uE,dr =6(E-E) (10.105)
0

En la mayoria de los casos de interés podemos suponer que V(r) es finito en todas partes, salvo
eventualmente en el origen, y que cercade r =0

V(r)=c* , (r=0 , a=entero=-1) (10.106)

Ademas vamos a suponer que

V=0 , (r— ) (10.107)

Recordemos que la (10.34) no vale en el origen y por lo tanto la (10.103) vale so6lo para r = 0 y
la debemos complementar con una condicion de contorno en r = 0. Sin entrar en mayores deta-
lles podemos decir que la condicion de contorno adecuada se obtiene imponiendo que H sea
Hermitiano. En los casos que nos interesan aqui, esto se consigue usando la condicion

u(@©) =0 (10.108)

Vale la pena aclarar que esta sencilla condicion es suficiente pero no necesaria. En ciertos casos,
por ejemplo en la teoria relativistica del atomo de hidrogeno, se pueden aceptar funciones de
onda con una singularidad débil en el origen.
Cuando | = 0, en muchos casos podemos despreciar V(r) cerca del origen en comparacion con
el potencial centrifugo (o« r‘z). Si esto ocurre, la (10.103) se reduce a

d?u 1(1+1)

dr? r2

u=0 , (=0 , r—0) (10.109)

cuya solucion general es

u=Ar'*l 4 Br-! (10.110)

Puesto que | =1 en la (10.110), la condicion de contorno (10.108) exige que B = 0. Por lo tanto
para todos los estados con | =1 tenemos que

u=A'l (120 , r—0) (10.111)

Para los estados S no hay término centrifugo en la (10.103) y entonces el comportamiento de
u(r) cerca del origen depende de la forma de V(r).
Si V — 0 para r — o la ecuacion radial se reduce para » grande a:

d2u  2uE

T Irus0 . (=) (10.112)
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Cuando E > 0 las soluciones de esta ecuacion son oscilatorias, por consiguiente todos los valo-
res de E estan permitidos y el espectro de autovalores es continuo. En cambio cuando E <O las
soluciones de la (10.112) son exponenciales y para que 1 sea normalizable debemos excluir la
solucion exponencialmente creciente. Luego en este caso tendremos

-2uE

u(r) ce™ k= -2

(r — ) (10.113)

Las autofunciones que tienen este comportamiento representan estados ligados y las condiciones
de contorno permiten en general so6lo ciertos valores discretos de la energia.
Para estudiar los estados ligados conviene transformar la ecuacion radial poniendo

u(r) = p'tePw(p) , p=xr (10.114)

pues de esta forma eliminamos de la funcidén incognita w(r) las partes que describen el compor-
tamiento ya conocido de u(r) para r = 0y r — o. Sustituyendo (10.114) en (10.103) obtene-
mos la ecuacion
2
W I )W (VoI g (10.115)
dp P do \E p

entre cuyas soluciones deberemos elegir las que satisfacen las condiciones de contorno en el ori-
gen y en el infinito.

Estados ligados de atomos con un solo electron

En este caso la energia potencial es

V(r) = —ZTeZ (10.116)

donde Ze es la carga del nucleo y —e la del electrén (para el atomo de hidrégeno Z =1).

En virtud de la discusion precedente u(r) se comporta como r'*+1 cerca del origen, y, dada la
forma (10.116) de V(r), resulta que también para los estados S tenemos ese comportamiento.
Conviene introducir el parametro

2
po= 25K L2 20 (10.117)
[El 7 V[E]
de modo que
Y_fo (10.118)
E p
y entonces la (10.115) se escribe como:
2
P—d V2V+2(' +1—p)d—w+[po—2(l +1)Jw=0 (10.119)
do do
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Autovalores de la energia

Para resolver la ecuacion (10.119) ensayamos un desarrollo en serie de la forma

w(p) = gakpk (10.120)

Introduciendo esta expresion en la (10.119) obtenemos la relacion de recurrencia

_ 2k+1+1)-pg
T ke D(k+ 21 +1)

(10.121)

De la (10.121) se desprende que a_; = 0 y por lo tanto la serie comienza con un término cons-
tante ay = 0. Por otra parte, para valores grandes de k&

ak+1~5ak , k>>1 (10.122)

y entonces para p — oo resulta

w(p) o %P (10.123)

Este comportamiento es inaceptable, pues nos da

u(r) = p' e Pw(p) « e° (10.124)

Por lo tanto la serie debe terminar de modo que W(p) sea un polinomio.
Si N es el grado de dicho polinomio, tendremos que ay =0y ay,; =0 yla (10.121) nos da la
condicion

po=2(N+l+1) con N=0,12.. , 1=012,... (10.125)

Esta condicion implica la cuantificacion de la energia y es equivalente a la formula (5.17) a par-
tir de la cual se obtiene la formula de Rydberg para las series espectrales de atomos hidrogenoi-
des.

Para ver esto conviene definir

nEN+|+1=% (10.126)

y reemplazar pg por su expresion (10.117). Resulta entonces

yZze4

ST

(10.127)

que es idéntica a la féormula (5.17) que obtuvimos aplicando la condicion de cuantificacion de
Bohr de la Teoria Cuantica Antigua.

También vemos que la extension radial de la region donde esta localizado el electron esta de-
terminada por
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a, a=— (10.128)

donde « es el radio de Bohr.
Puesto que por definicion N es un entero no negativo, es obvio que #n es un entero positivo que
cumple

n=1 (10.129)

El estado fundamental corresponde Nn=1 y | =0 y su energia es de =-13.6€V para el
hidrégeno. Hay infinitos niveles discretos de energia, con punto de acumulacién en E = 0 para
n— o,

De acuerdo con los resultados de nuestro estudio, las autofunciones del Hamiltoniano del elec-
trén de un atomo hidrogenoide se pueden elegir para que sean ademas autofunciones de L? y de
L, y en tal caso estan caracterizadas por los tres nimeros cuanticos n, / m. Puesto que E, de-
pende sélo del nimero cuantico principal, todos los niveles de energia, exceptuando el nivel
fundamental, son degenerados. Para cada nivel E, (n>1) hay » valores posibles de /:

1=0,1,2,...,n-1 (10.130)

y para cada uno de ellos hay 2| +1 valores posibles del nimero cuantico magnético m. En con-
secuencia para cada nivel de energia hay
n_

1
S (2 +1) =n? (10.131)
=0

autofunciones 1y, linealmente independientes. Se dice en este caso que el grado de degenera-
cién de cada nivel es n°. En realidad, si se toma en cuenta el spin del electron el grado de dege-
neracion se duplica (también para el estado fundamental).

La aparicion de degeneracion esta siempre asociada con las simetrias del sistema. La mayoria de
las veces las simetrias son evidentes. Por ejemplo, la degeneracién con respecto del nimero
cuantico magnético se origina en la ausencia de una orientacion privilegiada y refleja la inva-
riancia del sistema con respecto de las rotaciones alrededor del origen. Claramente esta degene-
racion esta presente para cualquier potencial central. En cambio, la degeneracion de los estados
con un mismo 7 y diferente / es peculiar del potencial Coulombiano. Cualquier apartamiento del
potencial de la dependencia 1/r elimina esta degeneracion, porque en ese caso los autovalores
de la energia dependen no solo de » sino también de /. Por este motivo esta degeneracion se
suele llamar degeneracion accidental, pero esta denominacion no debe llevar a confusion pues
no ocurre por casualidad. Su origen se encuentra en una sutil simetria en el espacio de los im-
pulsos, y se relaciona con el hecho que para el potencial de Coulomb la ecuacion de Schrodinger
independiente del tiempo no sélo es separable en coordenadas esféricas, sino también en coor-
denadas parabolicas.

Estudio de las autofunciones

Resumiremos sin demostracion algunas de las propiedades mas importantes de las autofunciones
radiales de los estados ligados del potencial de Coulomb.
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Las soluciones polinomiales de l1a (10.119) se relacionan con cierta clase de polinomios ortogo-

nales LR (2) = LE_p(2) denominados polinomios asociados de Laguerre.
Los polinomios de Laguerre de grado g se pueden definir como

q
Lq(2) =¢€° % (e %z%) (10.132)

y los polinomios asociados de Laguerre de grado q - p como:

q n(2) = (- 1)'0d 5 Lq(2) (10.133)
Se encuentra que
2
P ()= (10.134)
T (- prp
El nimero de ceros de Lg_p(z) es N=q- p=n-1-1,ylaintegral de normalizacion es
_2n(n+1)!

f e‘zzz' *2[12141 (2)]%dz (10.135)

T (n=1-1)

Finalmente, reuniendo todos los resultados que obtuvimos podemos escribir las autofunciones
normalizadas para los estados ligados de atomos hidrogenoides en la forma:

wn|m<r,e,¢)={< Py l)),} e () ALY 0p) | K== (10.136)

A veces en lugar de las (10.136) se usan las autofunciones reales:

0smge

Prm(r,0,9) = €7 (2r)! LEL (261)R™ (0, cﬂ){senmw

(10.137)

Se puede ver que, salvo en el caso de los estados S, las 9/, (r,0,9) tienen n superficies nodales
(contando r = 0 como una superficie). En efecto L%' ~1(2«r) se anula para n—1 -1 valores de 7,
R™(0) se anula para | — m valores de 6, cosmg y senmg se anulan para m valores de ¢, y por
Gltimo r' tiene unnodoen r =0 si | = 0.

El hecho que la funcién de onda es nula en el origen para todos los estados menos para los esta-
dos S tiene consecuencias muy importantes, pues por este motivo sélo los electrones atomicos en
los estados S tienen una probabilidad apreciable de encontrarse en el interior del niicleo atomico.
Por lo tanto son los unicos que pueden interactuar con el nicleo, dando lugar a procesos como la
captura electronica (una forma de decaimiento 7 alternativa a la emision de un positron) y la
conversion interna (una forma se desexcitacion nuclear en la cual en vez de emitir radiacion y, el
nucleo transfiere su exceso de energia a un electrén atomico).

El significado cuéntico del radio de Bohr se puede apreciar si se observa que la funcién de onda
del estado fundamental es
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1/2

z3 .
¥1,0,0(r.6,9) = (E) e 4/a (10.138)
y el valor esperado de r en este estado es
3
- alZ) [e2 a3 - 3a (10.139)
\a/ { 27

La densidad de probabilidad en el estado fundamental es maximaen r =a/Z.

Existen por supuesto varias correcciones a la simple formula (10.127) de los niveles de energia:

* El efecto de lanasa finita del nacleo, que se puede tomar en cuenta usando en lugéa de
masa reducida del sistema electrén-nucleo.

* Los efectos del spin del electron y las correcciones relativisticas por la velocidad del electrén
(estructura fina).

* Los efectos de la interaccion magnética entre el electron y el nésiemt(ra hiperfina).

* Los efectos debidos a la interaccidén entre el electron y el campo electromagrutico (
miento de Lamb).

No nos ocuparemos de los tltimos dos en este curso.
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11. EL SPIN

El momento angular intrinseco

Hasta aqui nos ocupamos de la descripcion cudntica de una particula, considerada como una
masa puntiforme sin estructura interna. En consecuencia supusimos que el estado de la misma se
puede especificar por completo mediante la funcion de onda W, que es una funcion escalar de
las variables espaciales x, y, z y del tiempo.

Es ciertamente notable que esta imagen tan simple permite explicar muchos aspectos de la fisica
del atomo y del nucleo. Sin embargo, estos logros no nos deben hacer perder de vista que este
modelo s6lo explica los aspectos mas gruesos del &tomo y del nicleo. Muchos detalles se pudie-
ron entender recién a partir del descubrimiento que muchas particulas, incluyendo electrones,
protones y neutrones no estan completamente descriptas por el modelo de masa puntiforme sin
estructura’. En otras palabras, el estado de esas particulas no estd especificado por completo por
una funcion escalar de las coordenadas y del tiempo. En efecto, la evidencia empirica muestra
que es necesario atribuir a esas particulas un momento angular intrinseco o spin, y asociado con
¢l, un momento magnético intrinseco.

La evidencia espectroscopica

Mencionaremos primero la evidencia espectroscopica acerca del spin y del momento magnético
intrinseco, dado que fue a partir de ella que se introdujeron esos atributos del electron.

La expresion que obtuvimos para los niveles de energia del &tomo de hidrogeno (ec. (10.127))
no explica por completo el espectro observado, por cuanto muchas de las lineas muestran des-
doblamientos en varias componentes, dando lugar a una estructura fina de los niveles de energia
que no se puede explicar mediante la teoria que desarrollamos en el Capitulo 10.

En 1916, en el marco de la Teoria Cuantica Antigua, Sommerfeld dio una explicacion aparente-
mente satisfactoria de la estructura fina (ver el Capitulo 5), basada sobre las correcciones relati-
visticas, en virtud de las cuales la energia de los niveles (que en el caso no relativistico depende
solo del numero cuantico principal) pasa a depender también del nimero cuantico azimutal. La
separacion de los niveles asi obtenida coincide con la que se observa en el hidrégeno y el helio
ionizado y también con la que se observa en las lineas de rayos X de los atomos pesados. Por ese
motivo la explicacion de Sommerfeld fue aceptada durante varios afios.

Sin embargo, poco antes del desarrollo de la Mecanica Cuantica, aparecieron problemas con la
teoria de Sommerfeld, en relacion con el espectro de los a&tomos alcalinos. El estado fundamental
de un atomo alcalino tiene una estructura electrénica muy simple, y su espectro 6ptico se puede
interpretar suponiendo que el &tomo consiste esencialmente de un ion inerte alrededor del cual se
mueve el unico electrén de valencia. Por lo tanto se comporta basicamente como un atomo de
hidrégeno, con la salvedad que el potencial en el que se mueve el electrén de valencia no es
Coulombiano, pues la carga del nicleo esta apantallada por los electrones del ion. Entonces, aun
sin tener en cuenta el efecto relativistico (que en este caso se puede despreciar), la energia de los
niveles depende del numero cuédntico azimutal.

Sin embargo, en los atomos alcalinos se observa que los niveles correspondientes a valores da-
dos de ambos numeros cuanticos (principal y azimutal) aparecen a veces desdoblados ulterior-

1 . .
Por mucho tiempo los protones y neutrones se consideraron elementales. Hoy sabemos que son compuestos.
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mente. También se encontrd que las separaciones de esos dobletes se pueden representar (for-
malmente) mediante la formula relativistica de Sommerfeld. Pero Millikan y Bowen, y también
Alfred Landé, que hicieron este descubrimiento en 1924, sefalaron que dicha formula no se
podia aceptar en este caso, por cuanto el nimero cuantico azimutal es e/ mismo para ambas
componentes del doblete y por lo tanto la causa del fendomeno no se podia explicar.

La hipdtesis de Uhlenbeck y Goudsmit

En 1926 Samuel A. Uhlenbeck y George E. Goudsmit, dos estudiantes graduados, explicaron del
misterio y mostraron que las dificultades se resolvian si se atribuia al electron una nueva propie-
dad: la de poseer un momento angular S y un momento magnético M intrinsecos, tal como ocu-
rriria si un cuerpo cargado eléctricamente girara alrededor de un eje que pasa por é1°.

La evidencia espectroscopica muestra que la magnitud del momento angular intrinseco del elec-
tron esta dada por

S? = s(s+D)n? (11.1)

donde s, el numero cudantico de spin, vale

s=1/2 (11.2)

y que la componente S, del momento angular intrinseco alrededor de un eje z de orientacion ar-
bitraria s6lo puede tomar los valores

S=nmmg , mg==xS==x1/2 (11.3)

Para explicar los desdoblamientos de la estructura fina y del efecto Zeeman, se encontrd que el
momento magnético intrinseco asociado con el spin del electron debe valer

M =-—2S (11.4)
uc

de manera que ( Bg = €%/ 2uc indica el magnetén de Bohr, ec. (10.61)):

e 0Usfg
~_2SPB =2 11.5
e h Os ( )

y por lo tanto el factor giromagnético de spin es el doble del factor giromagnético orbital.

En breve tiempo Uhlenbeck y Goudsmit (y otros como Wolfgang Pauli, Heisenberg, Jordan,
Sommerfeld, etc.) mostraron que la introduccion del spin resuelve todas las dificultades entonces
conocidas y por lo tanto este nuevo atributo del electrén se aceptd, junto a los ya conocidos de
carga y masa. En efecto, se encontrd que la aparicion de dobletes en el espectro de los metales
alcalinos se debe exclusivamente a la interaccion entre el momento magnético orbital y el
momento magnético intrinseco del electron de valencia. En cuanto a la estructura fina de los
niveles de los atomos hidrogenoides, se vio que resulta de una particular combinaciéon de los

? Se puede mencionar que en 1921 Compton habia ya especulado sobre la posibilidad que el electrén tuviera un

momento angular y un momento magnético intrinsecos, pero no elaboro ulteriormente la idea.
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la relatividad, que por una curiosa coincidencia dan un resultado idéntico al que obtuvo original-
mente Sommerfeld a partir de la Teoria Cudntica Antigua.

El spin qued¢ asi incorporado a la Mecanica Cuantica como un postulado adicional, que es per-
fectamente compatible con los demas postulados de la teoria pero no es una consecuencia logica
de los mismos, sino que se introduce en base a la evidencia experimental. Hay que aclarar aqui
que el spin del electron no se puede imaginar como el resultado de la rotacion de una distribu-
cion de cargas. Es imposible formular un modelo de ese tipo sin incurrir en graves dificultades.
Ademas, la evidencia experimental mas reciente tiende a indicar que el electron es una particula
puntual®. Por consiguiente no es licito interpretar el spin en términos de modelos clasicos, como
esferas de carga en rotacion o cosas parecidas.

Posteriormente (1928) Dirac desarrollé una teoria relativistica del electron, en la que no es pre-
ciso postular el spin sino que éste aparece en forma natural como una consecuencia de la inva-
riancia Lorentz de las ecuaciones que lo describen. La ecuacion de Dirac también predice co-
rrectamente el valor del factor giromagnético®. Estos resultados muestran que el spin esta inti-
mamente relacionado con la relatividad. Con la teoria de Dirac el spin adquiri6 una firme base
teorica.

El experimento de Stern y Gerlach

Si bien en su momento no se tuvo conciencia de ello, en realidad el momento magnético intrin-
seco del electron ya habia sido medido en 1922 por Otto Stern y Walter Gerlach, en un experi-
mento muy interesante que ilustra varios conceptos importantes para la interpretacion de la Me-
canica Cuantica. En el experimento se intentaba medir el momento magnético de atomos y mo-
léculas haciendo pasar un haz atémico (o molecular) colimado a través de un campo magnético
fuertemente inhomogéneo (Fig. 11.1).

De acuerdo con la fisica clasica, sobre un momento
magnético M sometido a un campo magnético no uni-
forme B se ejerce una fuerza dada por

spin arriba F =V(M-B) (11.6)

N

™~ / spin abajo La fuerza (11.6) es la unica que actta sobre un atomo ya
/ N; \ que éste es neutro. En el experimento, las particulas se

hacian pasar por una region en la cual la variacion de la
direccién de B era muy pequena, pero su magnitud va-
Fig. 11.1. Esquema del experimento riaba muy fuertemente con la posicién. En ese caso la

de Stern y Gerlach. (11.6) nos da (aproximadamente)

F = MgVB (11.7)

donde Mg indica la proyeccion de M en la direccion de B.

? La cota superior del tamafio del electrén que resulta de los experimentos de dispersion a muy altas energias es
menor que 10'% cm.
* Al orden mas bajo en la constante de la estructura fina. El valor exacto de g, se calcula por medio de la

Electrodindmica Cuantica.
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La deflexion se mide estudiando las trazas que el haz de particulas deja en una pantalla, y a par-
tir de ella se puede determinar F y de ahi finalmente Mg.
Los resultados de los experimentos fueron notables. Clasicamente se esperaria obtener en la
pantalla una traza continua, correspondiente a los valores de Mg entre —M y +M. En cambio, se
observaron varias trazas equidistantes. Este resultado es una clara demostracion de la naturaleza
cuantica del momento magnético del atomo. Puesto que el vector M puede asumir solamente
ciertas direcciones discretas en el espacio, dicho fenomeno se denomina cuantificacion espacial.
Stern y Gerlach también obtuvieron resultados cuantitativos (aunque de poca precisioén). Encon-
traron que los valores permitidos de Mg variaban en pasos iguales desde un minimo —M a un
maximo +M. Por convencion, se suele designar al valor mdaximo de la proyeccion de M como el
momento magnético de la particula.
De acuerdo con la ley de Ampére el movimiento de los electrones atdmicos, ademas de producir
el momento angular orbital L, también produce un momento magnético M que cumple la rela-
cion clasica

e

M=——"
2uc

(11.8)

Aplicando el principio de correspondencia, esperamos entonces que en Mecanica Cuantica valga
la relacion

Mo-8 - 9P (11.9)
2uc h

Puesto que cualquier componente de L tiene 2| + 1 autovalores
m=0,+1+2, ..., | (11.10)
esperamos que los autovalores de Mg sean

Lz gLfB (11.11)

|V|B=—gL—/3Bm=O,¢gLﬁB,¢2gLﬂB,,
/] fi /]

y como en el experimento de Stern y Gerlach / es entero, esperamos un nimero impar de trazas.
Sin embargo, en un experimento clasico realizado con 4tomos de Ag (que tiene un unico elec-
tron de valencia) se observaron dos trazas, esto es, un numero par, y el valor del momento mag-
nético resultd ser

eh
M=-——=- 11.12
2uc Fe ( )

Las extraordinarias implicaciones de este experimento no fueron comprendidas de inmediato. En
cambio se intentd interpretar los resultados en términos de las relaciones (11.9) y (11.10), supo-
niendo que el electron de valencia estaba en un estado P (con | =1) y que por alguna razén el
estado con m= 0 no se presentaba. Se trataba asi de explicar porqué se observan solamente dos
trazas. Esta hipotesis tan artificiosa tiene la virtud que también explica el valor del momento
magnético medido, pero igualmente es implausible, pues normalmente el estado de mas baja
energia de un 4&tomo no es P sino S.
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Antes de proseguir conviene examinar la validez de algunos de los argumentos que usamos para
interpretar los resultados del experimento de Stern y Gerlach. La ec. (11.7) es puramente clasica
y podria caber la duda que no sea licito aplicarla al momento magnético cuantificado. La res-
puesta a esta duda es que en todo experimento hay aspectos que se describen correctamente me-
diante las leyes clésicas, pues éstas son las leyes que gobiernan lo que experimentan nuestros
sentidos, por medio de los cuales (en ultima instancia y en forma indirecta) nos relacionamos
con lo que sucede en los atomos y los nucleos. Puesto que las particulas del haz empleado en el
experimento de Stern y Gerlach tienen masa grande, es correcto representarlas mediante paque-
tes que se dispersan muy lentamente y por lo tanto ese movimiento se puede describir mediante
las leyes clasicas. Ese es el motivo por el cual el electron, que es en realidad el objeto de estudio
en el experimento, debe viajar junto al atomo. Si se intentara realizar el mismo experimento con
electrones libres, los efectos de interferencia cuantica destruirian el patron de trazas y no se po-
dria obtener un resultado util.

Volviendo a los resultados del experimento de Stern y Gerlach con atomos de Ag, las varias in-
terpretaciones que se intentaron al principio fueron harto insatisfactorias y solamente la hipdtesis
de Uhlenbeck y Goudsmit permitio dar una explicacion adecuada.

En efecto, si suponemos que el a&tomo de Ag estd en un estado S (como es 16gico), entonces,
puesto que | =0, la (12.12) mide en realidad el valor maximo de la componente (en la direccion
de B) del momento magnético intrinseco. Pero a diferencia del momento magnético orbital, en
virtud de (11.3) y (11.4) el momento magnético intrinseco puede tener solamente dos proyeccio-
nes:

Mg = (11.13)

o
-~ 2uc

Por lo tanto se explica tanto la aparicion de dos trazas como su separacion.

Esta interpretacion quedd confirmada en 1927 con el experimento de Phipps y Taylor, quienes
emplearon la técnica de Stern y Gerlach para medir el momento magnético de atomos de hidré-
geno. Este experimento es muy significativo, pues la teoria del atomo de hidrégeno es bien co-
nocida y predice sin lugar a dudas que el estado fundamental es un estado Sy entonces el unico
valor posible de m es m= 0. Por lo tanto, en ausencia de otro momento magnético diferente del
que proviene del movimiento orbital del electron, se tendria Mg =0 y el campo magnético no
afectaria al haz. Sin embargo Phipps y Taylor encontraron que el haz se separa en dos compo-
nentes desviadas simétricamente.

Se puede descartar que el momento magnético debido al cual se produce la division del haz pro-
venga del nucleo, puesto que un momento magnético nuclear tendria una magnitud del orden de
ehl2upnC, donde wy es la masa del nucleo’ (del proton en el caso del hidrogeno). Pero el mo-
mento magnético nuclear es tres ordenes de magnitud menor que el que midieron Phipps y
Taylor. Por lo tanto es inevitable concluir que el momento magnético responsable de la sepa-
racion del haz reside en el electron.

El spin como una variable dinamica

De acuerdo con lo anterior vamos a introducir el spin en la teoria, para lo cual agregamos a las
variables dinamicas x, y, z que describen la posicion del electron una cuarta variable de spin, que

5 La cantidad By = eh/2uyc se denomina magneton nuclear.
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indicaremos con 0. A o le asignamos sentido fisico asociando las dos posibles proyecciones del
momento magnético intrinseco Mg que se miden en el experimento de Stern y Gerlach con dos
diferentes valores de o. De esta forma asociaremos (arbitrariamente):

o=+1 con MS,B=—2ﬂ
o (11.14)

o=-1 con Mgg=+—

’ 2uc

Frecuentemente se dice “spin arriba” para indicar a o = +1y “spin abajo” para indicara o = -1
(Fig. 11.1). La funcion de onda depende ahora también de la variable de spin y suponemos que
los postulados de la Mecanica Cudantica se aplican a la nueva variable independiente del mismo
modo que a las demaés variables. Por ejemplo

|W(x,y,z+1t) ° dxdydz (11.15)

es la probabilidad que en el instante ¢ la particula se encuentre cerca de x, y , z y que, ademads,
tenga “spin arriba”, esto es, que la proyeccion de su momento magnético intrinseco en la direc-
cion de B sea Mg g = -f3.

Esta pequefia generalizacion de la teoria es suficiente. Todas las formulas de los Capitulos pre-
cedentes se pueden extender sin dificultad a la Mecanica Cuantica con spin. Donde antes inte-
grabamos sobre las variables espaciales, ahora tenemos que introducir también una suma sobre
los dos valores que puede asumir la variable de spin. Por ejemplo, la normalizacién de la funcion
de onda es ahora

3 [[dxdydz| ¥ (x,y,zo ) P =
G (11.16)

[[[axdydz | W (x,y,z +11) R+ [ dxdydlz| ¥(x,y,z.-L1) =1

Igual que antes, a cada variable dinamica le corresponde un operador lineal Hermitiano.
Entre todos los estados estacionarios 1 (X,Y,z o) hay una clase especial que es muy facil de tra-
tar. Son aquellos en que v es separable en la forma

Y (X Y,2,0) =X, Y,2) x(0) (11.17)

Nos interesan dos particulares funciones yx(o) que llamamos a(o) y p(o) y que se definen
como

x(0)=a(0) s x(+D=1, x(-D=0

X(U) = /5(0') Si X("‘l) =0 , X(_l) -1 (11.18)

Es decir, o corresponde a “spin arriba” y describe una particula con un valor definido o =1.
Analogamente 8 corresponde a “spin abajo” y describe una particula con o = -1.

El estado mas general es una combinacion lineal de estados separables, cosa que permite enor-
mes simplificaciones. Por lo tanto, para una (X, Y, z,0) arbitraria tendremos

U4 (X! Y, Z, O) = W(X’ Y, Z, +1)O£(O') +Y (X! Y, Z, _1)/3)(0) (1119)
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De todo esto podemos extraer una importante conclusion: las variables espaciales por un lado, y
la variable de spin por el otro, se pueden estudiar por separado y reunir en cualquier estadio del
proceso.

Los spinores y la teoria del spin en forma matricial

Por dicho anteriormente podemos dejar de lado por el momento las variables de posicion y desa-
rrollar una mecdnica cudantica de spin para una particula cuyo estado esta determinado por una
funcién y(o) que depende solamente de la variable de spin. Esta teoria es simple porque o toma
solamente dos valores, pero muy util pues es el paradigma para la descripcion cudntica de cual-
quier sistema cuyos estados se pueden representar como la superposicion de un niimero finito de
estados independientes (dos en el caso del spin), y hay muchos problemas de la Mecanica Cuan-
tica en los cuales un formalismo de dos estados es una buena aproximacion.

Para desarrollar esta teoria es muy conveniente usar matrices. Para ello representaremos los es-
tados especiales oy f como matrices de una columna:

1 0
a = (O) , /3) = (1) (1120)
y el estado general de spin x (o) como
x(+1) C
10) =% ) - oD 0= (2] - oo (11.21)
Enla (11.21) hemos puesto
q=x(+1) . c¢=x(-1 (11.22)

donde ¢, ¢, son nimeros complejos, el cuadrado de cuyo modulo representa la probabilidad de
encontrar la particula con spin arriba y abajo, respectivamente. Por lo tanto la normalizacion de

x(o) es

P+ 0 P=(c 02)(?2) -1 (11.23)

La matriz (11.21) de una columna y dos filas se denomina spinor®, y es un ente matematico con
peculiares y bien definidas propiedades de transformacion bajo rotaciones. Se lo puede consi-
derar como un vector de componentes complejas en un espacio vectorial lineal de dos dimensio-
nes. Esta Glltima denominacion no debe llevar a confusion ya que x (o) no es un vector en el es-
pacio ordinario.

Si definimos el spinor adjunto de ¥ como

x=(q,c) (11.24)

la (11.23) se puede escribir como

% Los spinores fueron introducidos en 1912 por Elie-Joseph Cartan al estudiar las representaciones del grupo de las

rotaciones.
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xix=1 (11.25)

Dados dos spinores yx, X', su producto escalar (complejo) se define como
T ’ * * q * ' * ’
xx' =, ) o) =A% (11.26)

Dos spinores son ortogonales cuando su producto escalar es nulo. Por ejemplo o y f son dos
spinores ortonormales. Todo par de spinores ortonormales forma una base, en términos de la
cual se puede representar cualquier otro spinor (ver la ec. (11.21)).

Hemos postulado que las magnitudes fisicas se representan mediante operadores lineales
Hermitianos. Consideremos primero los operadores lineales en general. Si F' es un operador li-
neal, su efecto sobre cualquier spinor se puede definir en términos de su efecto sobre los spino-
res basicos a'y

Fa=Fja+FB . FB=Fho+Fyp (11.27)

Es inmediato verificar que los coeficientes F; (i, ] =1 2) caracterizan por completo a F. En
efecto

E=Fx=cqFa+cFp=c(Ria+FRop) + Co(Rua + Fnp) (11.28)
= dlot + dZﬁ .
donde d; y d, son las componentes de &.
La ec. (11.28) se puede escribir en forma matricial como

-2 )

y por lo tanto F§ se representa mediante la ecuacion matricial (11.29). De aqui en mas usaremos
el mismo simbolo para designar el estado y el spinor que lo representa y también el mismo sim-
bolo para designar la magnitud fisica y el operador y la matriz que la representan.

El operador adjunto o conjugado Hermitiano FT del operador F' se define como el operador
cuya matriz es la matriz transpuesta y conjugada de F:

FT _ {Fl*l I:2*1\

" " (11.30)
Fo Fx
El valor esperado de F se define como
= « (R R2\(a
SPUTEICEE taig by (11.31)
For Fo/AC

El valor esperado de una magnitud fisica F en cualquier estado debe ser real. Es facil verificar
que la condicion necesaria y suficiente para que esto ocurra es que la matriz F’ sea Hermitiana.

Todos los resultados que ya conocemos para los operadores Hermitianos (Capitulos 7 y 8) se
pueden trasladar las matrices Hermitianas, simplemente reemplazando la palabra “operador” por
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“matriz”. En efecto, dada una base en el espacio de los spinores, existe una correspondencia biu-
nivoca entre los operadores lineales y las matrices de 2 x 2. En realidad el presente formalismo
es mas simple que el de los Capitulos 7 y 8 porque el nimero maximo de spinores linealmente
independientes es 2 y por lo tanto no surgen problemas con la completitud y por supuesto tam-
poco con el espectro continuo.

Spin y rotaciones

La primera magnitud fisica que vamos a considerar es el momento magnético intrinseco’ Mg,y
en particular su componente en la direccion del campo magnético B. Tomaremos el eje z en la
direccion de B y en consecuencia la componente z de Mg estd representada por la matriz
Hermitiana

Ms= —/3’5(; _2) (11.32)

puesto que sus autovalores son Ffg y sus autovectores son a'y 3. Nos preguntamos ahora coémo
se representan las demas componentes de M.

Para determinar las matrices Mg, y Mg vamos a estipular que las tres componentes del valor
esperado Mg del momento magnético intrinseco se deben transformar por efecto de una rotacion
del mismo modo que las tres componentes de un vector.

Para imponer esta condicion debemos determinar primero coémo se transforma un spinor bajo
una rotacion. Consideremos una rotacion de un angulo 6 alrededor del eje N y sean

() (3

el spinor antes de la rotacion y el spinor rotado, respectivamente.
Claramente la relacion entre )y x' debe ser lineal, para preservar la superposicion lineal de dos
estados, y por lo tanto estara representada por una matriz U:

x' =Ux (11.34)

cuyos elementos dependen solamente de los parametros de la rotacion, esto es Oy A.
Puesto que x' debe estar normalizado si x lo esta se debe cumplir que

X' = %0y = xTx (11.35)
y como ¥ es arbitrario la (11.35) implica que

ulu=1 (11.36)

donde con / (en cursiva) indicamos la matriz identidad. Una matriz que cumple la (11.36) se
dice unitaria.

7 Procedemos asi porque M, es una magnitud que se puede medir directamente, cosa que no ocurre con el momento
angular intrinseco. Es mejor dejar para mas adelante la discusion de cémo se introduce en la teoria el momento

angular intrinseco.
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De la (11.36) resulta que el determinante de una matriz unitaria es un nimero complejo de mo-
dulo 1:

|detU [P=1 (11.36)

y que la inversa de U es

u-l=ut (11.37)

Se acostumbra decir que la matriz unitaria U, que corresponde a la rotacién (6,N) en la cual
x — X', representa dicha rotacion.

Si U representa una rotacion R, y U, representa una rotaciéon R,, entonces la matriz U,U; re-
presenta la rotacion que resulta de realizar primero R y luego R,. Pero el mismo efecto se
puede obtener directamente efectuando una unica rotacién Ry, representada por Us. Por lo tanto,
las matrices unitarias que representan rotaciones deben tener la propiedad grupal

Ug = €7U,U; (11.38)

donde hemos introducido una fase arbitraria, dado que todos los spinores €%y representan el
mismo estado.

Consideremos ahora una rotacion infinitesimal (46, N). Tal rotacion debe diferir muy poco de la
matriz identidad. Por lo tanto hasta el orden d6 tendremos:

UR=1—|§d6ﬁ-o (11.39)

donde con o indicamos tres matrices Hermitianas constantes oy, Oy, Oy, aun no determinadas
(deben ser Hermitianas para que Uy sea unitaria al primer orden en d6 ; en cuanto al factor 1/2,
lo hemos puesto por conveniencia).

Si conocemos estas tres matrices podemos construir U para cualquier rotacion finita por aplica-
cion sucesiva de muchas rotaciones infinitesimales, es decir por integracion de la (11.39). Efecti-
vamente, gracias al Teorema de Euler (que establece que para cualquier rotacién dada en tres
dimensiones se puede siempre encontrar un eje fijo de modo que la rotacion se puede reducir a
una rotacion alrededor de dicho eje) es suficiente considerar rotaciones finitas alrededor de un
eje fijo (N constante). Entonces la (11.39) se integra ficilmente y da

LT

fi-ol -e 2 (11.40)

Para que la matriz (u operador) (11.40) represente una rotacion aun falta satisfacer la condicion
(11.38), que impone fuertes restricciones sobre la forma de las matrices oy, 0y, 0, aun desco-
nocidas. Pero en vez de proceder directamente elaborando dicha condicion, es mejor seguir una
via alternativa que nos llevard al mismo resultado, y se basa en estudiar las propiedades de trans-
formacién bajo rotaciones de un operador vectorial, esto es, un operador A tal que
A = XA+ YA + ZA, se transforma como un vector ordinario.

Es importante observar que o es un operador vectorial. En efecto, para una rotacién infinitesi-
mal tenemos que
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X’l}[ﬂl—éd@ﬁ-a)x (11.41)

Si tomamos el producto escalar de la (11.41) por x resulta
XTX’&DCTX—'Edeﬁ-XToX . &—'Edeﬁ-a (11.42)

donde el valor esperado de o se toma respecto del estado ). Consideremos ahora el efecto de
realizar una rotacion finita arbitraria de xy x'. Los productos escalares XT x'y XTX son inva-
riantes bajo la transformacion unitaria que representa esta rotacion. Por lo tanto el producto es-
calar A- o es también invariante ante rotaciones. Puesto que A es un vector, eso significa que
también o es un vector y por lo tanto o es un operador vectorial.

Un operador vectorial 4 debe satisfacer ciertas relaciones matematicas que vamos a obtener
ahora mismo. Una rotacidon R se representa en el espacio ordinario por medio de una matriz or-

togonal
(Ra Ry Re)
R- LRVX Ry RﬂJ (11.43)
R Ry Ry
Bajo la misma rotacion, los spinores se transforman mediante la correspondiente matriz unitaria
UR, esto es
x' =Urx (11.44)
Por lo tanto se debe cumplir que
2 TAx = xTULAURy = RyTAY (11.45)

Esto es:

(x"UEAURX) (Rx Ry Re\x'Ax)

x"UEAURX|=|Rx Ry Ry|| x"Ax (11.46)
X'URAURx) (Rx Ry Ro/lx'Ax

de donde obtenemos
x"T(UEAUR) X = xT(ReAc + RyA, + RoA) x (11.47)

y ecuaciones semejantes para x' (URAUR)x Y x'(URAUR)x. Puesto que x es arbitrario,
resulta finalmente

ULAUR = RoAc + RyA, + RoA,
UEA,UR = RyAc+ RyA + R,A, (11.48)
ULAUR = RyA + RyA, + R, A,
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Las (11.48) valen para cualquier rotacion. Consideremos ahora una rotacion infinitesimal de un
angulo ¢ alrededor del eje z, para la cual

(1 -¢ 0O )
R=L 1 1 , uR=1-%gaz (11.49)
0 0 1

Si sustituimos (11.49) en (11.48) vemos que las componentes de un operador vectorial deben
satisfacer las siguientes condiciones necesarias:

0,A - Ao, =2A,
o, A - Ao, =-2IA (11.50)
oA, -A0,=0

Del mismo modo, considerando rotaciones infinitesimales alrededor del eje x y del eje y obte-
nemos las condiciones:

oA - Aoy =2IA,

oA, — Aoy ==2IA (11.51)
oxA - Aoy =0
y
o A, - Aoy = 2IA
o A - Aoy =-2A, (11.52)

oyA - Aoy =0

En particular, como o mismo es un operador vectorial, poniendo A — o en las (11.50)-(11.52)
obtenemos las siguientes relaciones de conmutacion entre las matrices oy, Oy, 0:

0,0y —0y0y =2io,
0y0; = 0,0y = 2i0y (11.53)

0,0y —0x0, =210y

Estas relaciones se suelen escribir en forma compacta como

oxo=2i0 (11.54)

Las relaciones fundamentales (11.53) son las condiciones que deben cumplir las matrices oy,
Oy, Oy, para que matrices del tipo

|
Ug=€ 2 (11.55)

representen rotaciones. Se puede mostrar que estas condiciones son necesarias y suficientes.
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Es importante destacar que, en realidad, los argumentos que presentamos en esta discusion de las
rotaciones (desde la ec. (11.34) en adelante) no dependen de la dimensionalidad de las matrices
X X', 0y Ug. Es decir, valen también si x y x' son matrices de  filas y una columna y enton-
ces 0y Ug son matrices de nx n. Por lo tanto nuestros resultados son generales y valen para
todos los operadores de momento angular.

Las matrices de Pauli

Nos restringimos ahora al caso N= 2 y nos ocuparemos de determinar las matrices Hermitianas
Oy, Oy, 0, de 2x 2 que satisfacen las relaciones de conmutacion (11.53).

Claramente, o, estd determinada en gran medida por nuestra eleccion de los spinores basicos o
y . En efecto, a corresponde a “spin arriba” y describe una particula con un valor definido
0 =1 (es decir Mg g = —fg) y B corresponde a “spin abajo” y describe una particula con o = -1
(0 sea Mg g = +fp). Por lo tanto en un estado cualquiera

5 = (2) (11.56)

lc Py lc ? son las probabilidades de encontrar “spin arriba” y “spin abajo”, respectivamente.
Es obvio que una rotacion alrededor del eje z (que por convencion hamos tomado en la direccion
del campo magnético) no tiene ningun efecto sobre estas probabilidades. Por lo tanto si realiza-
mos una rotacion infinitesimal de un angulo ¢ alrededor del eje z, | ¢ Py lc I no deben cam-
biar. Eso significa que

Ug=1- 'Egaz (11.57)

es una matriz diagonal, luego también o, es diagonal. Ademas, si tomamos la traza de la pri-
mera de las (11.53) obtenemos

Tr(o,) =0 (11.58)
puesto que Tr(AB) = Tr(BA). Por consiguiente o, tiene la forma

oz=(’1 _;(3) . (A red) (11.59)

Para determinar oy, 0y y el valor de A conviene definir las matrices auxiliares no Hermitianas

o, =0, +io o_=oy-ioy=0] (11.60)

y 7

Se verifica facilmente que estas matrices cumplen las siguientes reglas de conmutacion

[GZ1G+] = 20-+
l0,,0_]=-20_ (11.61)

[G+’G—] = 4O-Z

Ahora ponemos
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o, - (: g) (11.62)

con a, b, ¢, d a determinar, y sustituimos (11.59) y (11.62) en la primera de las (11.61). Resulta:

(-zozxc Zgb)=2(i Z) (11.63)

Por lo tanto debe ser a=d =0, (A-Db=0y (A +1c=0.

De estas ecuaciones inferimos que A puede valer +1 6 —1. La eleccion es arbitraria pues el otro
valor estd presente en la (11.59). Elegimos entonces A = +1 y por lo tanto resulta ¢ = 0. Obte-
nemos asi

0 b P (90 11.64
o+—(0 0) : O‘_G+_(b* 0) (11.64)

Por ultimo, sustituyendo estas matrices en la Gltima de las (11.61) encontramos que |b |2= 4. La
fase de b no se puede inferir de las relaciones de conmutacion fundamentales (11.53) y por con-
siguiente es arbitraria. Elegimos entonces b = 2 y de esta forma llegamos al resultado final:

R R i PP B

Las (11.65) son las matrices de spin de Pauli. Estan completamente determinadas (a menos del
orden de filas y columnas, que corresponde a la eleccion entre A = +1y A = -1, y a menos de la
fase de b) por las relaciones de conmutacion (11.53) y por nuestra eleccion de los autospinores o
y B de o, como spinores basicos.

Es facil verificar (lo dejemos como ejercicio) las siguientes propiedades de las matrices de Pauli:

o§=0)2/=(7§=1

. : . (11.66)
oyoy=io, , oy 0,=ioy , 0,04=li0y

Vemos entonces que las matrices de Pauli ademas de Hermitianas son también unitarias y que
tienen fraza nula (por las (11.65)). Asimismo, cualquier par de matrices de Pauli diferentes anti-
conmutan, por ejemplo

0,0y + 0,0y =0 (11.67)

Ademas las cuatro matrices /, oy, Oy, 0, son linealmente independientes, y por lo tanto cual-
quier matriz 4 de 2 x 2 se puede expresar como

A=Aol+ A0y + Aoy + 24,0, =M1+ A 0O (11.68)

Si 4 es Hermitiana, todos los coeficientes deben ser reales. Si U es unitaria, se puede mostrar
(con un poco de paciencia) a partir de la (11.68) que se la puede expresar siempre en la forma

U =€ (1cosw +in- osenw) (11.69)

151



11. El Spin

donde yy w son angulos reales y N es un versor. Se puede también mostrar que la (11.69) se
puede escribir en la forma

U = ¢d7+iofo (11.70)

Cualquier matriz unitaria de 2x 2 se puede escribir de esta forma. Comparando estas expresio-
nes con la (11.40) vemos que cualquier matriz unitaria de la forma (11.69) u (11.70) con y =0
representa una rotacion de un angulo 6 = —2w alrededor del eje N. Para y = 0 se tiene detU =1
y se dice que U es unimodular. El conjunto de todas las matrices unitarias y unimodulares de
2 x 2 constituye el grupo SU(2).

Usando la (11.69), la matriz (11.40) que representa una rotacion se puede escribir en la forma

Ug=e 2" - 1coc€) ~iA- asen(g) (11.71)

Una consecuencia inmediata de la (11.71) es que para una rotacion de 2 se obtiene U = -1, es
decir, una rotacién de 360° alrededor de cualquier eje cambia el signo de todas las componentes
de un spinor, a diferencia de lo que ocurre con los vectores (y tensores en general) que vuelven a
sus valores originales al dar una vuelta completa. Debe notarse que esta propiedad no afecta los
valores esperados ni los elementos de matriz pues éstos dependen cuadraticamente de los spino-
res. Para comparar el diferente comportamiento de spinores y vectores bajo rotaciones conside-
remos por ejemplo lo que ocurre para una rotacion de un angulo 6 alrededor del eje x: para un
spinor se tiene de (11.71), (11.45) y (11.34):

q= C_I_CO Q\—|02$n(9\

5/ \92/ (11.72)
e = —iogn| ) +co o3
mientras que para un vector se tiene
A=A
A = Ajcosb — A;send (11.73)

A, = Ajsend + A, coso

Hemos visto previamente que o es un operador vectorial. Se puede mostrar que en el espacio de
los spinores o es el unico operador vectorial, a menos de un factor constante. En efecto, to-
mando la traza de las (11.50)-(11.52) se verifica que la traza de todas las componentes de un
operador vectorial cualquiera A4 es nula. A partir de ahi se encuentra que

A=ko , k=cte (11.74)

Operadores de momento magnético y momento angular intrinseco

Puesto que el operador vectorial o es esencialmente tinico, a partir de la (11.32) concluimos que
el momento magnético intrinseco esta dado por
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Mg =-Pgo (11.75)

Hasta ahora no hemos hablado todavia del momento angular intrinseco, que también fue postu-
lado por Uhlenbeck y Goudsmit. Esto se debe a que, a diferencia del momento magnético, no es
una magnitud que se pueda medir en forma directa con facilidad, y no quisimos entrar en el de-
talle de los argumentos originales de Uhlenbeck y Goudsmit, pues se fundan en aspectos de la
teoria de los espectros atdmicos que no hemos estudiado. Pero con base a lo que ya vimos, pode-
mos presentar dos argumentos que muestran que el electron debe poseer un momento angular
intrinseco:

* Tiene un momento magnético, y si este momento magnético proviene de alguna clase de co-
rriente interna debida a la circulacion de materia cargada, entonces cabe esperar que junto
con el momento magnético exista también un momento angular.

® Si el electrén que se mueve alrededor del nucleo tiene un momento magnético, no se puede
conservar el momento angular, a menos que posea un momento angular intrinseco ademas
del momento angular orbital.

Veamos mas en detalle el segundo de estos argumentos. Un momento magnético que se mueve

en un campo eléctrico experimenta una fuerza que deriva de una energia potencial dada por

V=M, xE (11.76)
C

Para un campo central, E = f(r)r, y entonces V' es proporcional a Mg -vxr o, lo que es equiva-
lente, a

VaMgrxp=MsL=-Bgo-L (11.77)

en virtud de la (11.75). El factor de proporcionalidad depende solamente de la coordenada radial
r. De resultas de esto, ademas del potencial central, aparece en el Hamiltoniano un término de
interaccion proporcional a Mg L, que implica que la energia del electron depende de la orienta-
cion relativa del momento magnético y del momento angular orbital L. Es evidente entonces que
L, cuyas componentes no conmutan entre si, no es una constante del movimiento. Por lo tanto el
momento angular no se conservara, a menos que el electron participe en el balance del momento
angular en virtud de un momento angular intrinseco asociado con M;.

Un término del Hamiltoniano proporcional a oL se suele llamar interaccion spin-orbita, y
como dijimos al comienzo del Capitulo, esta clase de interaccion aparece en los &tomos como
una correccion magnética y relativistica al potencial electrostatico central. En los nticleos apa-
rece también una interaccidon spin-6rbita, pero su origen es distinto que en el atomo, pues pro-
viene de la interaccion fuerte entre los nucleones y tiene por consiguiente efectos muy impor-
tantes.

Veamos ahora coémo debe ser el momento angular intrinseco para que haya conservacion del
momento angular en presencia de la interaccidon spin-orbita. Puesto que sabemos que L no es
constante del movimiento, procuraremos definir el momento angular intrinseco § de modo tal
que el momento angular total

J=L+S (11.78)
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sea una constante del movimiento.
Dado que § debe ser un operador vectorial, tiene que ser proporcional a . Ponemos entonces

S=ao (11.79)

Para entender como opera J, recordamos que la funcion de onda del electron es un spinor de la
forma

X, Y,Z
_ (’/’1( y )) (11.80)
Y2(xy.2)
y en consecuencia la (11.78) significa que
J=L1+ao (11.81)

Por lo tanto el operador L acttia sélo sobre las coordenadas x, y, z mientras que o acopla las dos
componentes del spinor. Claramente L y o conmutan.

Determinamos ahora a requiriendo que J conmute con o- L, lo cual asegura que sea una cons-
tante del movimiento. Por ejemplo, para la componente z tenemos

[o-L,J3,] = 0,[Ly, L] + Oy[ Ly, L] +aloy,0,]L, + a[O‘y’oiz] Ly

= -ihoyLy +inoyLy - 2iao L, +2iao,L, (11.82)
=i(2a-n)(oxLy -oyLy) =0
Por consiguiente debemos tener a = 7/2, lo que nos da
= go (11.83)

Por lo tanto, como ya anticipamos al comienzo de este Capitulo, cualquier componente del mo-
mento angular intrinseco tiene los dos autovalores

m# , mg==xS==x1/2 (11.84)

El maximo valor de una componente del spin S es S=1/2 (en unidades de %), y por eso se dice
que el electron tiene spin 1/2.
Usando la primera de las (11.66) obtenemos también que

2 2
S? =%0-0= S(s+1)h21=3%1 (11.85)

y por lo tanto cualquier spinor es autospinor de S* con autovalor 342/ 4
A partir de las relaciones de conmutacion de la matrices de Pauli es inmediato verificar que las
componentes de § cumplen las relaciones de conmutacion
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5§ - S5 =inS
S5 -SS =inS, (11.86)
SS-S& =ing

y que las relaciones de conmutacion entre las componentes del momento angular total J son
JXJy - JyJX =1ind,
JyJZ - JZJy =ihd, (11.87)
J,J -3, = thy

Tanto las (11.86) como las (11.87) son idénticas a las relaciones de conmutacion (10.4) del mo-
mento angular orbital L. En general el operador que representa el momento angular de cual-
quier sistema cuantico satisface reglas de conmutacion de la forma (11.87).

El operador unitario que transforma la ¥ de un electron con spin bajo una rotacion infinitesimal
esta dado por

UR=1—|§gﬁ-o—isﬁ-L=1—igﬁ-S—isﬁ-L=1—ieﬁ-J (11.88)

donde hemos usado la (10.24) y la (11.39). La (11.88) muestra que cuando se toma en cuenta el
spin, el generador de rotaciones infinitesimales es el momento angular total J, y la conservacion
del momento angular (total) es simplemente una consecuencia de la invariancia del Hamilto-
niano bajo rotaciones.

Para una rotacion finita tendremos

Ug = e i0nJ (11.89)

Para cualquier sistema cuantico el operador momento angular J es por definicion el generador de
rotaciones infinitesimales y toda rotacion finita se puede expresar de la forma (11.89).
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12. ATOMOS CON VARIOS ELECTRONES, EL PRINCIPIO DE EXCLUSION Y LA
TABLA PERIODICA

En el Capitulo 10 estudiamos los atomos con un solo electrén, y vimos que con la introduccion
del spin (Capitulo 11) la Mecanica Cuantica proporciona una teoria perfectamente satisfactoria,
si se toman en cuenta todas las correcciones (que nosotros no hemos desarrollado en sus detalles
por razones de brevedad, pero que el lector puede encontrar tratadas en extenso en la bibliogra-
fia). Ahora queremos ver, al menos en forma cualitativa, como se puede aplicar la Mecénica
Cuantica a los a&tomos con varios electrones. En particular, nos gustaria entender en términos ge-
nerales los esquemas de niveles de energia de atomos mas complicados y explicar, por ejemplo,
la tabla periddica de los elementos, la existencia de elementos quimicamente inertes como los
gases nobles, etc.. Veremos que la Mecanica Cuantica, tal como la desarrollamos hasta aqui, no
es todavia suficiente para esos fines, y que es necesario introducir un postulado adicional: el
principio de exclusion de Pauli.

Descripcion de un atomo con varios electrones

Consideremos los estados estacionarios de un 4tomo con N electrones. La correspondiente fun-
cion de onda es solucion de la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo, que en pri-
mera aproximacion, despreciando el efecto spin-Orbita y otras interacciones magnéticas se puede
escribir como:

N e?
____)+ 2= ‘ YN =EYPN (12.1)

Aqui r; y pj son la posicion y la cantidad de movimiento del i-ésimo electron y Ze es la carga
del nticleo. Cabe observar que 1 depende de las 3N variables de posicion y N variables de
spin del conjunto de los electrones.

Este problema es el andlogo cuantico del problema de muchos cuerpos de la Mecénica clasica, e
igual que éste, no tiene solucidon en forma cerrada, ni siquiera para N = 2. Si bien en principio se
puede resolver numéricamente la (12.1), tal proceder tendria poca utilidad pues seria dificil, o
imposible, interpretar el significado de los resultados que se obtuvieran, como asi calcular otras
propiedades del atomo, ademas de los niveles de energia. En casos complicados como éste, es
preferible formular un modelo aproximado, que retenga la esencia del problema exacto, pero que
al mismo tiempo permita entender la naturaleza fisica de la solucion y estudiar la influencia de
los diversos parametros. Como no existe una solucién exacta en forma cerrada, la confianza que
el modelo es correcto se funda sobre el éxito que tenga en predecir con razonable exactitud las
magnitudes fisicas de interés.

La complicacion de la (12.1) proviene de la repulsion electrostética entre los electrones

N 2

© (12.2)

isZaln -yl

i>]

debido a que cada término de la (12.2) depende de las coordenadas de dos particulas.
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Si no existieran esos términos, la (12.1) seria la ecuacion de Schrodinger para N electrones, cada
uno de los cuales se mueve en el campo producido por la carga nuclear Ze, sin interactuar con
los demas. Este problema mas simple es separable, y cada electron se puede describir por medio
de una funcién de onda del tipo estudiado en el Capitulo 10, con el agregado de la variable de
spin. La funcién de onda total 1 se puede expresar entonces en términos del producto de las
funciones de onda de los electrones individuales, y la energia total es la suma de las energias de
cada uno de ellos, con lo que el problema queda resuelto.

Esta observacion sugiere el programa a seguir para desarrollar nuestro modelo: tenemos que pro-
curar aproximar la expresion (12.2) para transformarla en una suma, cada uno de cuyos términos
sea funcion de las coordenadas de un sélo electrdn, esto es, reemplazar

N

isZaln -yl

i>]

SVin) (12.3)
i=1

. 1 .

donde cada V/(r;) es un potencial central’ que representa en forma aproximada el efecto sobre el
i-ésimo electron de la repulsion que ejercen sobre él los N —1 electrones restantes. Con esta
aproximacion tenemos que

}[ENHi con Hi=&'2—\/i(ri) : Vi(ri)=—E+Vi'(fi) (12.4)
Z 2u f

y entonces la ecuacion de Schrodinger (aproximada) independiente del tiempo es
(

La (12.5) admite soluciones separables de la forma

||Mz

JUJN =EY N (12.5)

YN (20 IND = Wi (MW, (12)- g () (Tn) (12.6)

correspondientes al autovalor

E=FB +E,+...+E +...+ (12.7)
donde las ¥ (r;) son soluciones de las ecuaciones

! Esta suposicion involucra dos aproximaciones. La primera consiste en reemplazar la interaccion sobre el i-ésimo
electron debida a los demas electrones por el campo eléctrico debido a la distribucion media de carga de los
mismos. La segunda estriba en suponer que dicha distribucién media de carga tiene simetria esférica. Es verdad que
la distribucion de carga de un electrén en un estado s es esféricamente simétrica, y también es cierto que lo es la que
proviene de una subcapa (n, /) llena. Pero cuando hay subcapas parcialmente llenas, la correspondiente distribucion
media de carga no es simétrica. Por lo tanto la segunda aproximacion implica reemplazar estas distribuciones de

carga no simétricas por un promedio sobre todas las direcciones.
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En la (12.6) y la (12.8) hemos omitido escribir en las ¢ la variable de spin, que daremos por
sobreentendida en lo que sigue, cuando corresponda. Cada una de las (12.8) es la ecuacion de
Schrédinger independiente del tiempo para una unica particula en un campo de fuerzas centrales
dado por Vi (r;). Se puede notar que las ecuaciones (12.8) no cambian si se permutan entre si las
variables I; (i=12,..., N). Por lo tanto podemos omitir los subindices de las variables y escri-
bir

2
M () = [S—M—vim]w ()= B (1) o i=1..,N (12.9)

Por lo que vimos en los Capitulos 10 y 11, las soluciones de las (12.9) se pueden escribir como

Il)ki (I’,O) = Wnlmms(ria) = q{j,nl (r)Ylm (9,(P)Xms((7) (12-10)

donde las ®; () son las soluciones de las ecuaciones radiales apropiadas y o es la variable de
spin. Por lo tanto el estado de cada electron queda especificado por los cuatro numeros cuanticos
n,l,m,mg y el conjunto de N de tales cuaternas (que indicamos con k), una para cada electron,
especifica el estado del atomo. Claramente, esta promete ser una manera sencilla de atacar el
problema, y vale la pena examinar si se puede llevar adelante nuestro programa de manera ra-
zonable.

Conviene ahora detenerse un momento para analizar el significado de lo que estamos haciendo y
hacer varias aclaraciones. En primer lugar es importante observar que (habiendo despreciado los
efectos de spin) la energia Ey de cada electron depende solamente de los nameros cuanticos n 'y
[,ynode m y mg. Cada par de valores (n, /) define lo que se denomina una subcapa del d&tomo,
la cual se designa por medio de un nimero (que es el valor de n) seguido de una letra (s, p, d, f,
..., de acuerdo con el valor 0, 1, 2, 3, ... de /). Asi, por ejemplo, 3d designa la subcapa n=3,
| = 2. Por lo dicho, la energia de cada electron es la misma para todos los 2(2l +1) estados de
cada subcapa y por consiguiente la energia total del atomo esta determinada si se conoce cuantos
electrones hay en cada subcapa. Esto es lo que se denomina la configuracion del estado atomico
que estamos considerando. La configuracion se indica nombrando las subcapas ocupadas e indi-
cando el numero de electrones que reside en cada una de ellas por medio de un supraindice. Por
ejemplo 1s*25*2p designa una configuracion en la cual hay dos electrones en la subcapa 1s, dos
en la 2s y uno en la 2p, y para esta configuracion la energia total del 4tomo es entonces
E = 2B + 2By + By Debe quedar claro que cada configuracion comprende varios estados
diferentes 1 de la forma (12.6), todos los cuales tienen la misma energia, y que corresponden
a los distintos valores que pueden tener los nimeros cuanticos m y Mg de cada electron.
También debemos notar que los V', y por lo tanto los V. que figuran en las (12.9) dependen de
la configuracion, porque el efecto sobre el i-ésimo electron de la repulsion de los demas electro-
nes depende de en qué subcapas residen éstos. Ademas, todos los V' estan ligados entre si, pues
la distribucion de carga de cada electron deriva del respectivo ®; (r) y contribuye a determinar
la de los demas.

Hasta ahora no hemos dicho nada acerca de como calcular los V, y por lo tanto como obtener las
autofunciones ¥, y los autovalores E, . Eso lo veremos mas adelante. Pero debe quedar claro
que tanto la forma de las 9 como los valores de los Ey dependen de la configuracion que es-
tamos considerando, dado que ésta determina el conjunto de los V, que se deben emplear en las
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(12.9). Si se cambia la configuracion es preciso entonces calcular de nuevo todas las Yy vy los
Ey. . Por ejemplo, la energia de un electrén 1s no es la misma en la configuracion 15°25%2p que
en la 15°2s2p” y las correspondientes funciones de onda, si bien son ambas ls, son distintas.
Asimismo, debemos destacar que las diferentes . que se obtienen resolviendo las (12.9) no
son ortogonales, puesto que son autofunciones de diferentes Hamiltonianos.

Por ultimo es importante aclarar que cada uno de los estados y | de la forma (12.6) pertene-
cientes a una dada configuracion tiene una degeneracion adicional. En efecto, si indicamos con
®@(r,r5,...,ry) una permutacion de los argumentos de vy, la funcion

YEr T TN) = YR (@(r, Ty, TN)) (12.11)

es también una solucion de (12.5), correspondiente al mismo autovalor & (un ejemplo podria ser
la funcion yN(ry, 12, In) = Yy (R2)Y, (rl)...lpkj (f;)...p, (ry), obtenida a partir de y por la
transposicion de los argumentos I; y r,). Por consiguiente, todas las N! funciones vy §, obteni-
das a partir de la (12.6) permutando sus N argumentos de todas las maneras posibles, son solu-
ciones de la (12.5) correspondiente al mismo autovalor. Tendriamos entonces N! autofunciones
degeneradas de # correspondientes al autovalor E. Por lo que sabemos hasta ahora, cualquier
combinacion lineal de ellas podria describir un posible estado del sistema. Veremos, sin em-
bargo, que debido a que los electrones no se pueden distinguir el uno del otro, tan sélo una par-
ticular combinacion lineal entre todas es admisible. En el resto de este Capitulo no intentaremos
escribir la iy, dado que podemos avanzar sin necesidad de hacerlo, y recién en el Capitulo 13
volveremos sobre este asunto.

El método del campo autoconsistente

Por el momento concentraremos nuestra atencion sobre la dependencia de las funciones de onda
Y de un electrén en las variables espaciales, que es la que determina la distribucion en el espa-
cio de la carga eléctrica del atomo (y por lo tanto la repulsion Coulombiana entre los electrones).
Para ver como se puede llevar adelante nuestro programa, consideremos un problema concreto.
Imaginemos el estado fundamental de un atomo de helio ionizado, en el cual el tnico electron
tiene una funcion de onda 1s dada por la ec. (10.138) con Z = 2, cuya parte espacial es

Y100 =Ae 2/ A=cte. (12.12)

donde &g es el radio de Bohr. Supongamos ahora que el ion captura otro electrén, en un estado

débilmente ligado de momento angular grande, por ejemplo 3d. Debido a que su momento an-

gular es grande, este electron tiene una probabilidad despreciable de encontrarse cerca del ni-

cleo, lo cual implica dos cosas:

® puesto que el segundo electron esta casi siempre lejos del nticleo y fuera de la regién donde
se puede encontrar el primer electrén con una probabilidad apreciablemente diferente de
cero, se mueve esencialmente en el campo Coulombiano de una unica carga (la carga nu-
clear apantallada por el primer electron). Por lo tanto, la parte espacial de su funcion de onda
debe ser muy semejante a la correspondiente funcion hidrogenoide ¥ m (r5) calculada
ahoracon Z =1,

® puesto que el segundo electron no se acerca a la region ocupada por el primer electron, su
presencia perturba muy poco la funciéon de onda de este tltimo, la cual entonces difiere muy
poco de la (12.12).
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Por lo tanto es razonable suponer que con buena aproximacion las funciones de onda del primer
y segundo electron sean, respectivamente,

Yi1s=¥100 » Y2,mim)=¥nim (12.13)

Para llegar a este resultado, lo que en realidad hicimos fue sustituir la interaccion entre los elec-

trones (dada por los términos (12.2)) por el potencial eléctrico debido a la distribucion de carga

dada por la funcion de onda del otro electron. Ademas, como el segundo electron esta siempre
lejos, hemos supuesto que la carga del primer electrén estd concentrada en el origen.

Esto sugiere que se puedan obtener soluciones bastante aproximadas de la (12.1) para cada con-

figuracion de interés sustituyendo los términos de repulsion entre los electrones por una serie de

potenciales V/(r), uno para cada electron, calculados a partir de la distribucion de carga que re-
sulta de las funciones de onda de los demas electrones. Claramente, el método de solucion debe
ser iterativo. Se comienza con una hipoétesis acerca del potencial que siente cada electrén, como
hicimos recién en el ejemplo del atomo de helio excitado. A partir de esos potenciales obtene-
mos las funciones de onda de cada electron resolviendo las N ecuaciones de Schrodinger inde-
pendientes del tiempo (12.9). A continuacion calculamos un nuevo potencial para cada electron
a partir de la carga nuclear, mas la distribucion de carga que resulta de las funciones de onda de
los demas electrones que se acaban de calcular. Con estos nuevos potenciales calculamos nuevas
funciones de onda, y asi seguimos realizando sucesivas iteraciones. Siempre y cuando nuestro
punto de partida no haya sido muy errado, después de varias iteraciones encontraremos que el
proceso converge, y las nuevas funciones de onda reproducen las distribuciones de carga a partir
de la cual fueron calculadas. Esta es la esencia del método del campo autoconsistente, o método

de Hartree, que fue introducido por Douglas Hartree en 1928.

En la practica resulta que el método del campo autoconsistente es una aproximacion de gran va-

lor, pues permite atribuir una funcion de onda a cada electron y por lo tanto describir un dtomo

dando los nimeros cuanticos de las funciones de onda de cada uno de sus electrones. Ademas,
estas funciones de onda no difieren mucho de las funciones de onda de atomos hidrogenoides.

La parte angular es, naturalmente, la misma, porque no depende de la forma del potencial (siem-

pre que éste sea central). En cuanto a la parte radial, para un dado n (que determina el nimero de

nodos de ®; (), es cualitativamente parecida a la de un atomo hidrogenoide.

En resumidas cuentas, podemos concluir lo siguiente:

* Enun dtomo con varios electrones la interaccion de un dado electron con los demas se puede
sustituir, con buena aproximacion, por el potencial V/(r) que resulta de la distribucion media
de carga de los demas electrones.

® Se puede considerar entonces que cada electron se mueve independientemente en el poten-
cial Vi(r) que resulta de la carga nuclear mas la que se debe a los demas electrones, y que se
suele llamar potencial Coulombiano apantallado.

® Los niveles de energia del a&tomo se pueden determinar a partir del conjunto de niimeros
cuanticos (n, /) de las N funciones de onda individuales de cada electrén. Este conjunto
constituye lo que se llama la configuracion electronica del atomo.

® Las funciones de onda individuales de cada electrén no son muy diferentes de las funciones
de onda hidrogenoides correspondientes a los mismos (n, /).

Esperamos que el modelo aproximado que hemos esbozado describa razonablemente bien las

propiedades de los d&tomos con varios electrones. Una de las razones para esperar que el modelo

160



12. Atomos con varios electrones

funcione es que la interaccion entre los electrones es una funcidon que varia lentamente con la
distancia y por lo tanto al sustituir la interaccion real por un promedio no se estd cometiendo un
error demasiado grande. Veremos, sin embargo, que el modelo del atomo, como lo desarrolla-
mos hasta aqui, ni por asomo puede reproducir las caracteristicas que se observan en la tabla pe-
riddica. Para resolver la dificultad es necesario introducir un nuevo postulado en la teoria.

Propiedades de los elementos

La caracteristica mas notable del conjunto de los elementos quimicos es que se pueden ordenar
en la forma de una tabla periddica, lo cual como ya se dijo en el Capitulo 3 fue hecho por pri-
mera vez en 1869 por Dmitri Mendeleev. Existen diferentes versiones o maneras de presentar la
tabla periddica, una de las cuales se muestra en la Fig. 12.1. Cuando los elementos se ordenan en
la tabla de izquierda a derecha y de arriba abajo por orden de nimero atémico (Z) creciente, se
observa que los elementos que pertenecen a la misma columna (o grupo) tienen propiedades
quimicas semejantes, pero hay una rapida variacion de propiedades a medida que se recorren las
filas (periodos y series) de la tabla. Asi, todos los elementos del Grupo I (primera columna) son
monovalentes, los del Grupo II son bivalentes, y los del Grupo 0 (altima columna) son gases no-
bles, quimicamente inertes.

Ahora bien, segun la teoria que hemos esbozado, el estado fundamental de cada atomo es aquél
en que cada electron esta en el estado de menor energia en el campo eléctrico producido por la
carga nuclear y la distribucion de carga de los demas electrones. Por otra parte, el estado mas
bajo de cualquier potencial es siempre un estado s, y por consiguiente las funciones de onda de
cada electron seran todas iguales. En efecto, si las funciones de onda de todos los electrones son
idénticas, los potenciales en que se mueve cada electron son idénticos, y por lo tanto dan lugar a
funciones de onda idénticas respetando la autoconsistencia. Por lo tanto la configuracion del es-
tado fundamental de un atomo con N electrones seria 15", en la cual todos los electrones tendrian
funciones de onda idénticas, iguales a la funcion del estado s de més baja energia que se puede
presentar en el campo producido por el nucleo y por los demas electrones.

De ser cierta la anterior conclusion resulta l6gico pensar que, al pasar de un elemento al si-
guiente, la naturaleza de esa funcidon de onda cambiard muy poco, ya que sigue siendo del
mismo tipo, y el agregado de una carga nuclear y un nuevo electron no implica una variacion
sustancial del potencial. Por lo tanto, si bien se puede imaginar que haya cierta variacion de las
propiedades quimicas entre los primeros elementos, a medida que Z aumenta los cambios debe-
rian ser cada vez mas pequefios.

Por lo tanto salta a la vista de inmediato que el modelo, asi como esta, no podra nunca reprodu-
cir las caracteristicas regulares y repetitivas de la tabla periddica, como ser la recurrencia de los
metales alcalinos y de los gases nobles, y el aumento constante de la valencia al atravesar un pe-
riodo. Por lo tanto no sirve para explicar las caracteristicas mas evidentes de la quimica de los
elementos.

Podemos tener indicios sobre la causa de las fallas del modelo si examinamos las primeras ener-
gias de ionizacion E; de los atomos (Fig. 12.2), que dan la diferencia de energia entre el estado
fundamental del atomo neutro y el estado fundamental del atomo ionizado una vez (es decir, que
ha perdido un electron).
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Fig. 12.1. La tabla periodica de los elementos. Los elementos se identifican por su simbolo
quimico, el numero atomico Z (subindice) y el nimero de masa 4 (supraindice), que es el
valor del peso atomico expresado en unidades del peso atomico del hidrogeno, redondeado
al entero mas proximo cuando el elemento tiene mas de un isétopo estable. Los nimero de
masa de los elementos con Z > 83 corresponden al is6topo mas estable. El elemento 110
todavia no tiene nombre ni simbolo aceptado internacionalmente. Los elementos 111y 112
han sido descubiertos pero no los hemos incluido en la tabla.

Consideremos el estado de menor energia de un electrén en un atomo con Z electrones. Cuando
se encuentra lejos del nucleo, la energia potencial del electron es esencialmente igual a

Vw(r)=—$ , I — o (12.14)

porque la carga positiva Ze del nucleo esta apantallada por los Z — 1 electrones restantes que lo
rodean. Por otra parte, muy cerca del ntcleo el apantallamiento debido a los demas electrones es
despreciable y la energia potencial de un electron es

Vo(r)=—§ , 1—=0 (12.15)

Por lo tanto tendremos que
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—$<V(r)<—eT2 (12.16)

Claramente, si la energia potencial fuera V,,(r) en todas partes, la energia de ionizacion seria de
13.6 eV como en el atomo de hidrogeno; si en cambio la energia potencial fuese V(r) para todo
r, tendriamos que E = Z x13.6 eV. El hecho que Vy(r) < V(r) < V,,(r) implica que

1366V <E <Zx13.6 eV (12.17)

y por lo tanto si las funciones de onda de todos los electrones fuesen la que corresponde a la me-
nor energia, seria razonable pensar que E; crezca con Z, pero mas lentamente que lo que resulta
de una relacion lineal. Sin embargo mirando la Fig. 12.2 se observa que en lugar de mostrar un
constante y paulatino incremento con Z, los valores de E; tienen el mismo tipo de comporta-
miento periddico que las propiedades quimicas.

25 |He |
Ne
20 - .
Ar
15 Kr B
E Xe
H Rn
10 - .
5 L ¢ _
Li Na
K Rb Cs Fr
| L L L | L L L | L L L | L L L
20 40 60 80 100
Z

Fig. 12.2. Energias de ionizacién (en eV) de las diferentes especies atomicas.

Estudiando los valores correspondientes a los primeros elementos se puede entender lo que esta
ocurriendo. Para el He, E =24.5€eV, algo menos del doble que para el hidrogeno. Hasta aqui
no hay problemas, pero el elemento siguiente, el litio, tiene E; = 4.6 €V, que es un valor llama-
tivamente pequefio, muy inferior al del hidrogeno, mientras que en base a la (12.17) se esperaria
un valor entre 30 y 40 eV. Es imposible tener una energia de ionizacion tan baja si todos los
electrones tienen un numero cuantico principal n=1. Sin embargo, si uno de los electrones es-
tuviera en un estado con n= 2, se entenderia mejor el resultado experimental. En efecto, su-
pongamos que el Li tiene dos de sus tres electrones en el estado mas bajo (1s) y el tercero en el
siguiente estado disponible que es el 2s (se prefiere este estado y no el 2p pues el experimento de
Stern-Gerlach con atomos neutros de Li muestra que el estado fundamental es un estado s). La
funcién de onda 2s en el campo de una sola carga da una densidad de probabilidad muy pequena
para I < 23, (Fig. 12.3); por lo tanto el electron pasa la mayor parte del tiempo a distancias ma-
yores que 2@y, mientras que los dos electrones ls tienen mas del 99% de probabilidad de estar
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en I < 2a,. Por consiguiente cabe esperar que el tercer electron del Li tenga una funcién de onda
muy parecida a la 2s del atomo de hidrogeno. Luego su energia de ionizacion debe ser semejante
a la del estado 2s del hidrogeno, que es de 3.4 eV, un valor mucho mas cercano a los 4.6 eV
reales que no los 30-40 eV que estimamos antes. La diferencia entre la nueva estimacién y el
valor verdadero tiene ademas el signo correcto, pues el electron 2s del litio tiene una probabi-
lidad pequefia pero no nula de estar mas cerca del nucleo, lo cual tiende a aumentar la energia de
ionizacion por encima de los 3.4 eV. Este modelo del &tomo de litio resulta atin mas plausible si
se considera la segunda energia de ionizacion, esto es, la diferencia de energia entre el ion Li" y
el ion Li™", que es de 75.3 eV, lo que muestra que los dos electrones del Li" estan mucho mas
fuertemente ligados que el tercer electrén del Li neutro, como se debe esperar si estan en el es-
tado Is.

Veamos ahora el comportamiento de la primera energia de ionizacidén de los ocho atomos si-
guientes (Be, B, C, N, O, F, Ne y Na). Aunque se observan pequefias irregularidades, E tiende a
aumentar con Z, hasta que se llega al Ne. Este comportamiento es el que cabe esperar si los elec-
trones que se van agregando estan todos en estados con n= 2, puesto que la presencia de los
otros electrones con N =2 solo neutraliza parcialmente el aumento de la carga nuclear. Pero al
pasar del Ne al Na, se observa nuevamente una notable reduccion de E, y con argumentos se-
mejantes a los que usamos para el caso del litio podemos explicar esta disminucion suponiendo
que el ultimo electron del Na estd en un estado con n = 3.

Por consiguiente el comportamiento de las primeras energias de ionizacion sugiere que en un
sistema atomico formado por electrones que se mueven en un campo autoconsistente con fun-
ciones de onda caracterizadas por los numeros cuanticos n,l,m,mg puede haber, cuanto mucho,
dos electrones con N=1y ocho con n=2. ;De donde surgen esos numeros? Es inmediato ver
que para N =1 hay 2 estados diferentes, los estados 1s con mg=+1/2 y mg =-1/2. Asimismo,
para n =2 hay exactamente 8 estados diferentes: los dos estados 2s y los 6 estados 2p (ya que si
| =1, m puede tomar los valores —1, 0, +1, y para cada uno de ellos mg puede valer —1/2 6
+1/2). Todo esto sugiere algo muy simple, pero al mismo tiempo nuevo e inexplicable en base a
los conocimientos que se tenian alla en 1920: que en cada estado (n,I,m,mg) solo cabe, por asi
decir, un electron.

El Principio de Exclusion

Durante varios afios, la interpretacion de la estructura de los atomos con mas de un electron fue
causa de perplejidad para los fisicos. Ya Bohr, en sus trabajos iniciales, habia reconocido que la
pregunta de porqué los electrones no se encontraban todos ligados en la capa mas profunda
constituia un problema fundamental, cuya respuesta no se podia encontrar en la Mecanica Cla-
sica. La respuesta a este interrogante la dio Wolfgang Pauli en 1925, con base en un analisis de
los datos de los niveles de energia de los atomos, del tipo que hemos comentado. Esta contenida
en un nuevo postulado, o principio, que en su enunciacion primitiva establecia:

Principio de Exclusion:
® En un atomo multielectronico, nunca puede existir mas de un electrén en cada estado
cuantico.

Es interesante mencionar que cuando Pauli formul6 este principio atin no se conocia el spin del
electrén. Si no se cuenta el spin, los estados de un electron atémico se caracterizan por tres nu-
meros cuanticos: n, [ 'y m;. Sin embargo Pauli en su articulo asign6 cuatro nimeros cuanticos al
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electron. Lo hizo de manera puramente formal, sin basarse en un esquema concreto, simple-
mente porque le hacia falta para obtener el resultado que buscaba. Fue precisamente al leer ese
articulo que Uhlenbeck y Goudsmit, ponderando sobre cual podria ser el significado fisico del
misterioso cuarto numero cuantico, concibieron la idea del spin (Capitulo 11).

También resulta curioso que Bohr, quien en su momento tuvo la audacia de apartarse de la Me-
canica y la Electrodinamica Clasicas para establecer sus célebres postulados, no haya dado el
paso que dio Pauli, pese a tener plena conciencia de la importancia del problema a resolver.
Veremos en el proximo Capitulo que el Principio de Exclusion se relaciona con la indistinguibi-
lidad de las particulas en la Mecanica Cuéntica. Asimismo, como lo demostrd 15 afios después
el mismo Pauli, se puede deducir a partir de la Teoria Cuantica de Campos. Pero todo eso no se
sabia en 1925. Cuando fue formulado, el Principio de Exclusion no era mas que un “decreto”,
promulgado con el proposito introducir la regla que estaba faltando en la teoria de la estructura
atomica y asi legitimar el comportamiento que muestra la experiencia. Pero el de Pauli fue un
decreto ciertamente muy inspirado, pues no solo logré su objetivo original, sino que ademas
puso orden en las propiedades de la materia en todas las escalas. En efecto, gracias al Principio
de Exclusion hoy podemos entender desde las propiedades de la materia en el interior de las es-
trellas hasta la estructura de las particulas del ntcleo, pasando por la impenetrabilidad de los s6-
lidos, la razén de porqué ciertos medios conducen la electricidad mientras otros son aislantes,
etc..

Antes de analizar la indistinguibilidad de las particulas y sus implicancias, vamos a mostrar que
gracias al Principio de Exclusion podemos explicar la estructura de los 4&tomos con varios elec-
trones, y entender la logica que estd detras de la Tabla Periodica de los elementos.

El Principio de Exclusion y la estructura atomica

Debido al Principio de Exclusion, en el estado fundamental de un 4tomo los electrones no tienen
la misma energia y funcién de onda, sino que sus niimeros cuanticos n,l,m,m (y las correspon-
dientes funciones de onda) son todos distintos. Los valores de m y mg dependen de la eleccion
arbitraria de la direccion del eje z; por lo tanto los electrones que tienen iguales n y /, pero dife-
rentes M y My, tienen la misma energia E, |, que depende tanto de n como de / pues el campo
autoconsistente no es Coulombiano.
Ahora bien, los electrones con diferente » tienen funciones de onda con extensiones espaciales
distintas, como se ve en la Fig. 12.3 donde se muestra la distribucion radial de probabilidad
P(r) =|u(r) |? de los tres primeros estados s del hidrogeno. La diferencia es atin mayor en 4to-
mos con muchos electrones, ya que los electrones con n pequefio pasan mas tiempo cerca del
nucleo, donde la carga nuclear no esta apantallada, luego su distribucion radial de probabilidad
se distorsiona respecto de la del atomo de hidrogeno, desplazandose hacia » menores.
Para los electrones con mayor 7, la carga nuclear estd fuertemente apantallada por los electrones
con n menor, pero la reciproca, por supuesto, no es cierta. Luego los electrones que estan en la
capa ls tienen una energia potencial que es practicamente igual a V(r), la que produce la carga
Ze del nucleo. Por lo tanto se pueden representar bastante bien por medio de la funcion de onda
Y10 =Ae4% | A=cte (12.18)
cuya extension radial es 1/ Z veces la que corresponde al hidrogeno. En cambio, los electrones
exteriores con el mayor n se mueven en un campo que varia entre Vj(r) para » pequeio y V,,(r)
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12. Atomos con varios electrones

para r grande. Luego la parte interior de la funcion de onda (y por ende la distribucion radial de
probabilidad) se contrae, pero la parte externa queda casi igual a la del &tomo de hidrogeno, y se
acentua la diferencia de energia entre electrones con diferente n. El resultado neto es que los
electrones externos de todos los atomos tienen casi exactamente la misma extension (dos o tres
veces el radio de Bohr) como lo indica el valor casi constante de los radios atomicos.

1s

0.5

04

P(r) 0.3

0.2

0.1

Fig. 12.3. Distribucion de probabilidad radial para los tres primeros estados s del hidrégeno.
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Fig. 12.4. Distribucion de probabilidad radial de los estados 25 y 2p del hidroégeno.
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Fig. 12.5. Distribucion de probabilidad radial de los estados 3s, 3p y 3d del hidrogeno.

Las Figs. 12.4 y 12.5 muestran las distribuciones de probabilidad radial de los estados de dife-
rente / de las capas con n=2 y n= 3 del hidrégeno, respectivamente. Es importante observar el
comportamiento de P(r) para » pequefio. Se ve que a medida que / aumenta, la barrera centri-
fuga empuja al electrén cada vez mas lejos del nucleo. Recordemos, en efecto, que para r — 0
se tiene que u(r) ~r'*1y entonces P(r) ~r?+*2. Esto implica que a igual n, el apantallamiento
de la carga nuclear (debido a los electrones que estan mas cerca del nucleo) es tanto mayor
cuanto mas grande es /. Este efecto rompe la degeneracién de los niveles con igual n y diferente /
que existe para el potencial Coulombiano: la energia de los niveles aumenta con [/, de modo que

EZS < E2p y E3S < E3p < E3d y (1219)

También resulta que
E4S < E3d y ESS < E4d y EBS < E5d y ves (1220)

Esto es, por efecto de la barrera centrifuga los niveles de las capas con diferente n se separan lo
suficiente como para intercalarse entre si.

Los efectos de la extension espacial de las funciones de onda de diferente n, y de la barrera cen-
trifuga para las funciones de onda del mismo » y diferente | que acabamos de comentar se com-
binan para producir el ordenamiento de niveles que se indica esquematicamente en la Fig. 12.6.
De acuerdo con el Principio de Exclusion cada subcapa n, | puede contener 2(2| +1) electrones.
Por lo tanto a medida que se recorre la Tabla Periodica a partir del hidrégeno, las subcapas se
van llenando comenzando por la 1s y en orden de energia creciente. En la figura se consignan
los elementos cuyos electrones de mayor energia se encuentra en cada subcapa.
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Nuimero de electrones que caben en cada subcapa
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************************************** 54
5p
54 In—Xe 4d
RD, St Y—Cd
************************************** 36
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3s Al—A
Na, Mg
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Fig. 12.6. Orden de las subcapas. Los efectos de la extension espacial de las funciones de
onda de diferente n y de la barrera centrifuga de las funciones de onda del mismo » y dife-
rente / hacen que los niveles se ordenen como se indica en la figura (la energia crece de
abajo hacia arriba, la escala no es lineal). Cada nivel con n, [ dados se denomina subcapa.
A medida que se recorre la Tabla Periddica a partir del hidrégeno, las subcapas se van lle-
nando en orden de energia creciente empezando por la 1s. En la figura se mencionan los
elementos para los cuales el electron de mayor energia se encuentra en la subcapa indi-
cada.
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Fig. 12.7. Densidad de probabilidad radial para el nivel 4f'y para los niveles Ss, 6s, 5p 'y 4d
del atomo de hidrégeno. En (a) se puede apreciar que los electrones 4/ se mueven en el in-
terior del 4&tomo, pues su extension es menor que la de los electrones de los demas niveles
representados. En (b) se puede apreciar que la barrera centrifuga no permite que los elec-
trones 4f se acerquen al nicleo y entonces en los &tomos con muchos electrones son fuer-

temente apantallados por los que ocupan las otras subcapas. Por lo tanto estan débilmente
ligados y la energia de la subcapa 4/ es mas alta que las de las subcapas 5s, 6s, 5Sp y 4d,
como se muestra en la Fig. 12.6. Los lantanidos (el grupo constituido por el La y los si-
guientes 14 elementos en los cuales se va llenando la subcapa 4f) tienen propiedades qui-
micas muy semejantes entre si, porque los electrones 4f, que se mueven en el interior del

atomo, tienen una influencia casi nula sobre ellas.

169



12. Atomos con varios electrones

Por ejemplo, la configuracién del estado fundamental del K es 1s°2s*2p°3s*3p%4s'. Las lineas
horizontales de trazos de la Fig. 12.6, entre las subcapas 1sy 2s, 2p y 3s, 3p y 4s, ... etc., indican
que la separacion en energia entre cada uno de esos pares de subcapas es siempre grande.
Nuestro diagrama es cualitativo, pues en realidad si se quieren hacer predicciones cuantitativas
exactas es necesario calcular un esquema como el de la Fig. 12.6 para cada dtomo (con el mé-
todo de Hartree). Cuando se hace eso, al pasar de un d&tomo a otro aparecen pequefias diferencias
respecto del orden de algunas de las subcapas, respecto del que se ve en la Fig. 12.6. Por ejem-
plo, las subcapas 4f'y 5d, que estdn muy proximas en energia, no siempre se encuentran en el
orden indicado en la Fig. 12.6. Lo que si es siempre correcto es el orden (por / creciente) de las
diferentes subcapas de una dada capa y el orden (por n creciente) de subcapas del mismo / pero
distinto n, que se presentan encolumnadas en la Fig. 12.6.

Los elementos cuya subcapa llena de mayor energia es np (como Ne, A, Kr, Xe y Rn) son los
gases nobles. Puesto que dos de sus electrones exteriores estan en la subcapa ns, no proporcio-
nan un apantallamiento eficaz de la carga del nucleo. Por lo tanto los electrones np estan ligados
muy fuertemente. La energia de ionizacidén es entonces muy alta y esos dtomos son quimica-
mente inertes pues no comparten facilmente sus electrones externos con otros &tomos como es
necesario para que se formen compuestos. El He también es un gas noble, dado que sus dos
electrones 1s estan muy fuertemente ligados.

Se dice que los gases nobles tienen una configuracion de capas cerradas, dado que el siguiente
electron se tiene que acomodar en la subcapa cuyo nimero cuantico principal es n'=n+1,
como se advierte observando la Fig. 12.6. Se debe notar, sin embargo, que debido al ordena-
miento de energia (12.18), para todo N> 2 la capa n se cierra antes de que se llenen los niveles
con / mas alto (es decir, las subcapas nd y nf), como se ve en la Fig. 12.6. Esta circunstancia ex-
plica la aparicién de los lantdanidos y los actinidos, que son dos grupos de 15 elementos que co-
mienzan, respectivamente, a partir del La y el Ac. En los lantanidos se va llenando la subcapa 4/,
que como se puede apreciar en la Fig. 12.7 se encuentra en el interior del 4tomo pese a tener mas
energia que las subcapas externas 6s, Sp y 4d que estan llenas. Por este motivo los elementos del
grupo de los lantanidos tienen propiedades quimicas casi idénticas, lo cual hace dificil separar-
los. El caso de los actinidos es analogo, y en ellos se va llenando la subcapa 5f, que se encuentra
en el interior del atomo igual que la 4f.

El ordenamiento de niveles de la Fig. 12.6, junto con el Principio de Exclusion, permiten enten-
der las principales caracteristicas de la Tabla Periddica y las interacciones entre los d&tomos de
diferentes elementos.

La unién quimica y otras interacciones entre atomos

Las fuerzas interatomicas son sumamente complejas. En estas notas nos limitaremos a una dis-
cusion cualitativa pues un tratamiento detallado seria demasiado extenso. La idea basica es que
en presencia de otro atomo, debido a las fuerzas electrostaticas y al Principio de Exclusion, las
funciones de onda de los electrones de cada atomo se distorsionan, lo cual modifica la energia de
los electrones. Si la nueva distribucion tiene menor energia, sera el estado preferido del sistema
y la interaccion interatomica serd atractiva. Viceversa, si la nueva distribucion lleva a un incre-
mento de energia, la fuerza resultante sera repulsiva. Los efectos de este mecanismo se mani-
fiestan de diversas maneras en diferentes rangos de distancias, pero a grandes rasgos podemos
reconocer tres clases fundamentales de fuerzas interatomicas. Cuando la distancia es muy pe-
quena todos los atomos se repelen mutuamente. A distancias intermedias prevalecen fuerzas que
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dan lugar a enlaces quimicos, de resultas de los cuales los a&tomos se mantienen unidos formando
moléculas o estructuras mas complejas como cristales. Finalmente, a distancias muy grandes,
todos los atomos y moléculas se atraen débilmente. Todas estas interacciones se explican me-
diante la Mecanica Cuantica de los electrones atdbmicos. Examinaremos a continuacion estas tres
clases de interacciones.

La impenetrabilidad de la materia

La repulsion universal que se presenta para distancias muy pequenas es responsable de que los
atomos ocupen un volumen definido, lo que se manifiesta en la escala macroscopica como la
incompresibilidad de la materia condensada. Esto se debe a que la fuerza repulsiva crece muy
rapidamente a medida que disminuye la distancia entre los centros de los atomos, de modo tal
que a muchos efectos practicos los podemos considerar como esferas rigidas con un valor defi-
nido del radio. La repulsion a pequenas distancias tiene dos causas. En primer lugar, cuando dos
atomos se procuran interpenetrar, el apantallamiento de las cargas nucleares por parte de los
electrones se torna menos efectivo, y la fuerza electrostatica entre los nucleos los repele. La se-
gunda causa radica en el Principio de Exclusion. No solamente no esta permitido que dos elec-
trones tengan la misma funcién de onda, sino que también sus funciones de onda deben ser sufi-
cientemente diferentes como para construir una funcién de onda total completamente antisimé-
trica, como se vera en el Capitulo 13. Cuando dos atomos estdn tan proximos que sus nubes
electrénicas se comienzan a superponer, los electrones de la region de superposicion, para satis-
facer el Principio de Pauli se ven obligados a pasar parte del tiempo fuera de sus oOrbitas origi-
nales, en orbitales de mayor energia”. Esto implica un aumento de la energia del sistema al dis-
minuir la distancia interatdmica, que equivale a una fuerza repulsiva.

La union quimica

Cuando dos atomos se unen para formar un compuesto quimico el rearreglo afecta algunos de
sus electrones externos, y deja al sistema compuesto en un estado cuya energia total es menor
que la suma de las energias de los estados fundamentales de sus 4tomos por separado. De resul-
tas de ello el compuesto adquiere una configuracion estable cuya geometria estd bien definida y
en la cual los atomos estan a distancias fijas entre si. Tal configuracion corresponde al estado de
minima energia del sistema, respecto de variaciones de los pardmetros que caracterizan la confi-
guracion. La energia asociada con los enlaces quimicos esta tipicamente comprendida entre 1y
10 eV. El rearreglo de los electrones atomicos puede ocurrir de varias maneras y los enlaces re-
sultantes reciben diferentes denominaciones. El estudio detallado de la unién quimica es suma-
mente complejo. Incluso cuando hay un solo electron en la subcapa mas externa, la situacion se
puede complicar porque a veces los estados de la siguiente subcapa tienen una energia apenas
mayor; esto ocurre con las subcapas 4s y 3d que estan muy proximas en energia, y también con
la 55y la 4d, asi como con las subcapas 6s, 4y 5d.

En forma elemental, la valencia se define como el nimero de 4&tomos de hidrogeno que se com-
binan con (o que son desplazados por) un atomo del elemento que se esta considerando. Como el
hidrégeno tiene un solo electron, cabe esperar que los atomos que tienen un solo electrén fuera
de una capa cerrada fuertemente ligada sean monovalentes. Asi ocurre efectivamente con los

2 s . <y . .y . . .
Esto es, su nueva funcién de onda es una combinacion lineal de la funcion de onda original y funciones de onda

de los estados electronicos no ocupados, que son de mayor energia.
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metales alcalinos (Li, Na, K, Rb, Cs y Fr). Del mismo modo cabe esperar que los atomos que
necesitan un electron adicional para cerrar una capa sean monovalentes. Tal es el caso de los
halogenos (F, Cl, Br, I y At), que preceden a los gases nobles y tienen por lo tanto energias de
ionizacion elevadas; en consecuencia no comparten con facilidad sus electrones con otros ato-
mos, pero pueden recibir un electron adicional (y s6lo uno) para cerrar la capa. De manera se-
mejante los 4&tomos con dos electrones fuera de una capa cerrada (Be, Mg, Ca, Sr, Ba y Ra) o
que necesitan dos electrones mas para cerrar una capa (O, S, Se y Te) suelen ser bivalentes. Mas
alla de estos casos sencillos, la variedad de modos en que se pueden ordenar los electrones im-
plica que generalmente puede existir mas de una valencia, y que la valencia del elemento que
estamos considerando puede depender de la naturaleza de los 4&tomos con los cuales se combina.
No obstante, se encuentra que los elementos con el mismo niimero de electrones externos y con
estructura semejante de sus capas internas tienen propiedades quimicas parecidas.

Se conocen varias clases de enlaces quimicos. Si el rearreglo produce un desplazamiento neto de
parte de la nube electronica de un 4tomo a otro, el enlace se denomina heteropolar; el caso ex-
tremo de una unién de esta clase es el enlace idnico, en el cual un electron de un orbital del pri-
mer atomo pasa a ocupar un orbital del segundo atomo. Si no hay transferencia neta de carga de
un atomo a otro la unién se denomina homopolar, o covalente. Discutiremos ahora brevemente
los enlaces i6nico y covalente.

5
4 [ —
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|
3 At h
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2 [ —
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20 40 60 80 100
Z

Fig. 12.8. Afinidades electronicas de los elementos (en eV). La afinidad electronica se de-
fine como la energia E, liberada cuando el elemento adquiere un electron adicional para
convertirse en un ion negativo. No se dan datos para los lantanidos (58 < Z < 71) ni para
los elementos que siguen al Fr (Z = 87). El Be, N, Mg, Mn, Zn, Cd y Hg y los gases no-
bles no forman iones negativos (se podria pensar que su afinidad es negativa).

El enlace ionico

La transferencia de un electron de un dtomo a otro deja al primero con una carga neta positiva y
al segundo con una carga neta negativa. Los iones asi obtenidos se mantienen unidos por la
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atraccion electrostatica entre cargas de signo opuesto. Es interesante recordar que el concepto

original de unidén quimica se bas6 justamente en la atraccion entre cargas de signo opuesto.
El enlace idnico se da en los cristales de los haluros alcalinos, por ejemplo en la sal comun

(NaCl). Los metales alcalinos se ionizan facilmente, pues su energia de ionizacion es baja (ver
Fig. 12.2). Por otra parte los haldogenos tienen una fuerte afinidad para electrones adicionales
(ver Fig. 12.8).
Para que una unién iénica en la que el atomo A cede un electron al &tomo B sea energéticamente

posible es preciso que la variacion AE de energia que resulta de ello sea negativa, de modo que

AE= Ei,A_Ea,B+VAB<O

(12.21)

donde V,g es la energia potencial electrostatica de la molécula formada por los iones A” y B™.
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Fig. 12.9. (a) Formacion de una molécula aislada de NaCl a partir de atomos aislados de
Nay CL. (b) El ciclo de Born-Fajan-Haber para la formacion de un cristal de sal a partir de
sodio metalico y gas cloro en condiciones standard. Las entalpias especificas para los dife-

rentes procesos se expresan en KJ/mol.

Consideremos la sal comun. Tenemos que E n, =5.39, E, ¢ = 3.613. Para calcular V¢ ne-

cesitamos conocer la distancia d entre los iones, que es igual a la suma de los radios de los iones
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Na’ y CI” que valen, respectivamente, 0.99 y 1.81 A. Luego d =28 A de donde obtenemos
VNac) = -5.14 eV. Resulta entonces AE =-3.36 eV, que equivalen® a —303.12 KJ/mol (Fig.
12.9a). Por otra parte, de acuerdo con las tablas® la entalpia de formacién del NaCl es de —411.2
KJ/mol. La diferencia se debe a que se estan considerando, en realidad, diferentes procesos.
Nuestro calculo se refiere a la formacion de una molécula aislada de NaCl a partir de atomos
aislados de Na y Cl, un proceso de interés puramente teodrico dado que no ocurre en la naturaleza
ni en el laboratorio. En cambio, la entalpia de formacion que figura en las tablas se define como
el calor absorbido en un proceso real, que a partir del sodio metalico y el cloro gaseoso en sus
estados en las condiciones standard de temperatura y presion, lleva a un cristal de sal en las
mismas condiciones de temperatura y presion. En este caso, se puede imaginar una serie de pro-
cesos ideales (que representamos en la Fig. 12.9b, donde se consignan las variaciones de entalpia
de cada uno de ellos) que permiten calcular la entalpia de formacion. Esta serie de procesos (que
se denomina ciclo de Born-Fajan-Haber) consiste en: (1) vaporizar el sodio metalico, (2) diso-
ciar las moléculas del gas cloro para tener atomos aislados, (3) ionizar el sodio gaseoso para
formar los cationes Na' y liberar electrones, (4) combinar los dtomos de cloro con los electrones
para formar los aniones C1°, y por tltimo (5) reunir los cationes Na' y los aniones Cl~ para for-
mar el cristal de sal. Al comparar nuestro calculo anterior con el resultado del ciclo de Born-
Fajan-Haber, cabe observar que la liberacion de energia en la formacion del cristal, no es igual
al producto de nuestro Vg por el numero de pares de cationes y aniones presentes en el cristal.
En efecto, en el cristal cada catién (o anién) no interactiia con un unico anién (o catioén), sino
con todos los demas iones del cristal. En tal sentido, se puede pensar que el cristal se comporta
como si fuese una tnica molécula. Los calculos muestran entonces que la energia potencial
electrostatica por ion (—4.08 eV) en un cristal de sal es considerablemente mayor que
Va1 /2 = -2.57 eV.

A partir de este ejemplo podemos reconocer dos caracteristicas basicas del enlace i6nico, que lo
diferencian del enlace covalente que discutiremos a continuacion. En primer lugar, el enlace 16-
nico no es saturable, porque la energia de union por ion varia (en el caso de la sal, entre —2.47 y
—4.08 eV) con el numero de cationes y aniones que forman el cristal. Esto se debe a que las fuer-
zas electrostaticas son de largo alcance. En segundo lugar, estas fuerzas son isotropas’, pues su
intensidad es la misma en todas las direcciones. Por lo tanto la unién idnica no es direccional, y
en consecuencia no determina la configuracion geométrica del cristal. Esta ultima depende del
tamafio de los iones, que a su vez determina de qué forma se deben disponer para minimizar la
energia del cristal.

El enlace covalente

En este caso no hay transferencia neta de carga de un atomo a otro, y el rearreglo de la distribu-
cion electronica responsable del enlace es mas sutil. En un enlace covalente participan dos elec-
trones, uno de cada atomo, cuya distribucion espacial se desplaza desde la superficie externa de
los 4tomos hacia la region situada entre los centros atomicos. Se podria pensar que esto es con-

* 1 eV =96.4853 KJ/mol = 23.0605 kcal/mol.

* Ver por ejemplo Handbook of Physics and Chemistry, Editor en Jefe D. E. Lide (82* edicion 2001-2002, CRC
Press).

> En efecto, tanto el cation como el anién son estructuras de capas cerradas y por lo tanto su distribucion de carga es

esféricamente simétrica.
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trario al Principio de Pauli, ya que éste tiende a apartar los electrones el uno del otro. Sin em-
bargo, el Principio de Exclusion se puede satisfacer si los spines de los dos electrones son
opuestos, pues en tal caso las partes espaciales de las funciones de onda se combinan de modo
que los electrones se acercan.

plano de simetria electron

eje de simetria

e ————

Fig. 12.10. Geometria del problema de la molécula ion hidrégeno HJ.

Para ver los aspectos fisicos basicos de la uniéon covalente, consideremos el caso mas simple, la
molécula ion hidrégeno H3. Este sistema consiste de dos protones a y b separados por una dis-
tancia d y un unico electron (ver Fig. 12.10). Trataremos a los nucleos como si fueran puntos
fijos del espacio, ignorando sus movimientos®. El Hamiltoniano del electron es

S P T (12.22)

H- P& oy P& (12.23)

son los Hamiltonianos de atomos de hidrégeno ubicados en a y b, respectivamente. Estamos in-
teresados en el estado fundamental del electrén en el campo Coulombiano de ambos protones.
Es evidente que cuando d — o hay dos estados de minima energia, equivalentes entre si, pues el
electréon puede estar ligado al proton a o al proton b. Sus funciones de onda normalizadas (ver el
Capitulo 10) son, respectivamente

( 1 \1/2 / 1 \1/2
U)a=1/)1,o,o(ra,9,fﬂ)=\$} e—Zra/ao ) wb=W1,O,O(rb’0,(p)=\$} e—Zrb/ao (12-24)

En ambos casos la energia del sistema esta dada por

% Se puede proceder asi dado que su masa de es enormemente mayor que la de los electrones, y por lo tanto se
mueven mucho mas lentamente. Por consiguiente no es preciso considerar también el movimiento de los nucleos y
se los puede considerar fijos. Esta importante simplificaciéon del problema se denomina aproximacion de Born-

Oppenheimer.
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E,=E,=E-= -% - -136eV (12.25)

Supongamos, para fijar ideas, que el electron esta ligado al proton a. Si el proton b se acerca a
una distancia finita del proton a, hay una probabilidad no nula que el electron pase a moverse
cerca del proton b, atravesando por efecto tinel la barrera de potencial entre ambos. Por lo tanto
su funcion de onda ya no es 1, sino una superposicion de 1, y . En consecuencia vamos a
suponer que cuando d es finito la funcion de onda del electron tiene aproximadamente la forma

W(r.t) = Ca(Dya + C(Dyp (12.26)

donde c, y G, son funciones del tiempo. La (12.26) es solamente una aproximacion, pues la
descripcion exacta del estado del electron requiere superponer fodas las autofunciones de H, y
Hp; sin embargo la inclusion de todos los estados atdmicos excitados complica el célculo sin
ayudar para nada a la comprension fisica del problema. Nosotros no estamos interesados aqui en
obtener un resultado cuantitativo exacto, tan sélo queremos estudiar el problema en forma cua-
litativa para entender sus aspectos fundamentales.

Sustituyendo la (12.26) en la ecuacion de Schrodinger i7dW [ ot = HY resulta

. . e? e?
171Cy a""hcbl//b=Ca(EO_E)Wa+Cb(EO_r_)Wb (12.27)

a

Si ahora tomamos el producto escalar’ de Y4y Yp por la (12.27) obtenemos las siguientes ecua-
ciones diferenciales para los coeficientes C; y Cy:

i7Gy +17Gy0 = Ca(Ep — W) + Gy (Egd — X)

. . 12.2
171C40 + 171Gy = C4(Egd — X) + Gy (Ey — W) (12.28)
Aqui
8 = (Wathp) = Wppa) =€ P(1+D+3D?) , D=d/a (12.29)
es un numero real menor que la unidad pues las funciones (12.24) son reales, y
2 2
W=ezjth=e2J%dV= Eo[i-e—ZD/ul\
"o "a D~ VD (12.30)
X = ezjw?—’/’bdv _ eZJw?—%dv - Eg[e"®(1+ D)]
b a

son funciones de la distancia d entre los protones, siempre positivas y que disminuyen al au-
mentar d. Las segundas igualdades en las (12.30) se verifican facilmente recordando que 4 y
Y, tienen paridad definida por reflexiones en planos perpendiculares al eje de simetria y que
pasan por a y b (en nuestro caso son funciones pares, pero igual resultado se obtendria si fuesen
impares, como puede ocurrir, para estados p). La cantidad —W(d) es el valor medio de la ener-

7'Se debe tener presente que 1, y 1, no son ortogonales.
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12. Atomos con varios electrones

gia potencial del electron de un 4tomo en a debido a la presencia de un ion en b, o viceversa, la
energia potencial del electron de un 4&tomo en b debido a la presencia de un ion en a. La cantidad
—-X(d) es una suerte de “energia potencial” que depende del solapamiento de las funciones de
onda Y,y Yy, y se suele llamar integral de resonancia o de intercambio.

Conviene combinar las (11.28) y obtener ecuaciones separadas para C, y Gy, para lo cual multi-
plicamos la segunda por § y la restamos de la primera, y luego multiplicamos la primera por 8 y
la restamos de la segunda. Resulta:

i71C4(1— 62) = G [Eg(1— 82) = W + X38] + ¢, (- X + WS)

. (12.31)
i71Gy(1- 02) = G [Eg(1- 62) = W + X3] + Cy (- X + WS)

Estas ecuaciones muestran que C; y C, estdn acopladas. Podemos obtener dos ecuaciones
desacopladas si introducimos las nuevas variables c, y c_ definidas por

C,=Cy+C , C.=C3—-C, (12.32)

En efecto, sumando y restando las (12.30) obtenemos

inc, =E,c, , inc.=E._c_ (12.33)
donde
w X W X
E.(d=FE-——-—- , E.(d)=EF- 12.34
D =B s 1 R T (12:34)
Integrando las (12.33) obtenemos
c,=Ae"E | ¢ =AeE (12.35)

donde A,
Las ecuaciones no acopladas (12.33) nos dicen que C, y C_ son las amplitudes de dos estados
estacionarios ¢, y 1 _ del Hamiltoniano H del sistema, correspondientes a los autovalores E,

y E_. Enefecto, si W, (r,t) =c, (t)y_,(r), se tiene que

y A_ son constantes de normalizacion.

ihep, =ih ‘?? _HW, = ¢, ()E.p, (12.36)

que es la primera de las (12.33), y analogamente si ¥_(r,t) = c_(t)y _(r) se obtiene la segunda
de las (12.33). Para encontrar la funcion de onda 1, observemos que si el sistema se encuentra
en ese estado, entonces se debe tener c_ =0, o sea C, = C;. Del mismo modo, si el sistema se
encuentra en el estado ¥_(r,t) se debe tener c, = 0, y entonces C, = —C,. Por lo tanto, reempla-
zando en la (12.26) obtenemos, respectivamente:

W (rt) =y, (e |y (r)= Zarey Wat¥b)

: 2.3
)=y (ETE | ()= b (e v) a0

La diferencia de energia entre de los estados estacionarios 1, y 1/_ es
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A=E_-E, = 1—252 (X - W) >0 (12.38)

El estado estacionario simétrico v, tiene menos energia que el estado antisimétrico _ ya que
la energia potencial del electrén en ese estado es menor porque en la region de bajo potencial
entre los nicleos |y, ?>|y_ |?, y su energia cinética es mas baja pues en esa misma region
|Vy, P<|Vy_ [,y es casi igual en el resto del espacio, como se puede ver en la Fig. 12.11 en
la que mostramos las variaciones espaciales de v, y v _ a lo largo del eje de simetria.

V=V,+V,

plano dej simetria
|

Fig. 12.11. Las funciones de onda v, y ¥ _ de los estados estacionarios del HJ.

Como ya dijimos, nuestro calculo no es exacto porque en las ecs. (12.31) no consideramos los
estados atomicos excitados. Sin embargo los resultados anteriores son una buena aproximacion
siempre y cuando d no sea muy pequefio. Asimismo, nuestro analisis permite inferir algunos
valores limite exactos de la energia, aprovechando las propiedades de simetria de las soluciones
(12.36), dado que tales simetrias se deben mantener para todo d. El estado simétrico ¢, no tiene
nodos, igual que un estado s atdmico. Por lo tanto, en el limite d — O cabe esperar que v, se
convierta en el estado 1s del ion He" (Z = 2), cuya energia es —4E, = —54.4 €V . Por otra parte
1y _ tiene un unico plano nodal, que coincide con el plano de simetria del H3. Esta simetria es la
misma que la de un estado atomico 2p, y por consiguiente cabe esperar que en el limite d — O el
estado 1 _ se convierta en el estado 2p del ion He", de energia —E, = —13.6 eV,

En la Fig. 12.12a hemos reproducido el resultado del calculo exacto® de las energias de los esta-
dos simétrico y antisimétrico del H%, en funcion de d. Se puede observar que los valores limite
que inferimos son correctos.

¥ El lector interesado puede encontrar una exposicion detallada de los refinamientos que permiten realizar un calculo

exacto en el libro Introduction to Quantum Mechanics de L. Pauling y E. B. Wilson (Mc Graw-Hill 1935).

178



12. Atomos con varios electrones

Por ultimo, para obtener la energia total del ion, tenemos que sumar a E, y E_ la energia poten-
cial debida a la interaccion electrostatica entre los dos protones’, que vale

Vab=+

- (12.38)

Se obtienen asi las curvas de la Fig. 12.12.b. Se puede observar que la curva E, +V,, muestra
un minimo para d = 2a,, que corresponde al estado ligado estable de la molécula H3. Por este
motivo la funcion de onda simétrica v, se denomina orbital ligante, o de enlace. En cambio
E_ +V,, no tiene minimo, y por eso y_ se denomina orbital antiligante, o de antienlace.

1| T T T T T ] 04 F[U
\ 1
\ |
\ 1
\
0 =\ - 06 |\
\ 1
\ 1
\
LM E \
\__ -08 \
E/E, E/E, \
_2 — ’// -
L -1.0
3 -7 E, _
-12 =
4 | | | | | [ R IR N BN B
0 2 4 6 0 2 4 6 8
da, d/a,
(a) (b)

Fig. 12.12. (a) Energias de los estados estacionarios v, y 1 _ del H3. (b) Energias de la

molécula H%. Las lineas llenas representan el resultado exacto. Las lineas de puntos
muestran el resultado del calculo aproximado.

El enlace de dos protones por medio de un unico electron que acabamos de estudiar muestra que
el origen de la unidon covalente es la disminucion de la energia debida a la concentracion de
carga negativa en la region entre los dos ntcleos. Sin embargo no es un caso tipico, dado que la
molécula H} estd cargada. La union de 4tomos neutros por medio de electrones compartidos
implica que cada uno de ellos aporta un electron para formar el enlace. Consideremos el ejem-
plo mas sencillo, que es la molécula neutra H,. Si ignoramos la repulsiéon Coulombiana entre
los electrones, los podemos tratar como independientes' y entonces podemos aplicar de inme-
diato los resultados anteriores para el H3. El estado de menor energia se obtiene entonces po-
niendo los dos electrones en el orbital de enlace, lo cual esta permitido por el principio de ex-

clusion, siempre y cuando los dos electrones tengan spin opuesto. Si queremos ser precisos, de-

? Esto no se debe hacer cuando d = 0, esto es cuando los protones se han unido para formar el nicleo del He".

' Esta aproximacion de particula independiente se usa ampliamente en la Fisica de Solidos. Es una aproximacion
bastante razonable, y ademas es la Unica tratable en problemas en los que intervienen muchos electrones. Una
discusion de la clase de errores a los que da lugar para la molécula de hidrégeno (que permite formarse una idea de

cuan confiable es la aproximacion) se puede encontrar en R. E. Hall, Fisica del Estado Sélido (Limusa 1978).
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12. Atomos con varios electrones

bemos calcular de nuevo la funcion de onda del orbital de enlace con el método del campo auto-
consistente, para asi tomar en cuenta la interaccion de los electrones.

Por consiguiente, una caracteristica esencial del enlace covalente es que involucra una pareja de
electrones (uno de cada atomo). Por lo tanto el hidrogeno solo puede formar un enlace covalente
y, en general, un atomo no puede formar mas enlaces covalentes que electrones tiene fuera de
capas cerradas. En virtud de esto es que se dice que el enlace covalente es saturable.

Un enlace covalente entre dos d&tomos se puede formar si en cada uno de ellos hay un electrén no
apareado, lo que a su vez depende de la degeneracion de las subcapas externas. Por ejemplo el
N tiene 5 electrones externos distribuidos en los 4 orbitales de las subcapas 2s y 2p. Dos de ellos
ocupan la subcapa 2s formando un par, pero los tres restantes estan desapareados en diferentes
orbitales 2p y por este motivo el N es trivalente.

2s

() (b)

hibridos 2s2p3 hibridos 2s2p?2
(© (d)
(a) (b)

Fig. 12.13. La estructura espacial de las moléculas cuyos atomos estan unidos por enlaces
covalentes depende de la forma de los orbitales, que tienen l6bulos que apuntan en dife-
rentes direcciones. Aqui hemos representado cualitativamente forma de la distribucion es-
pacial de probabilidad para: (a) el orbital 2s puro, (b) los tres orbitales 2p puros, que son
mutuamente ortogonales, (c) los cuatro orbitales hibridos 2s2p°, que se disponen en forma
de tetraedro, (2) los tres orbitales hibridos 2s2p°, que se disponen en el plano (x, y) a 120°
entre si y el restante orbital 2p,, que no se modifica.
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La geometria de los compuestos quimicos, con angulos definidos entre los enlaces de las molé-
culas con tres 0 mas atomos, depende de la forma de los orbitales, que tienen 16bulos que apun-
tan en diferentes direcciones. Si las uniones se forman a partir de orbitales p puros, los enlaces se
orientan en direcciones mutuamente ortogonales, como lo hacen las funciones de onda p (Fig.
12.13b).

En realidad, sin embargo, muchos enlaces quimicos reales se forman a partir de funciones de
onda que son combinaciones lineales de orbitales p y s. Este fenémeno se llama hibridizacion, y
da lugar a funciones de onda de geometria diferente. Por ejemplo, el carbono, cuyo estado fun-
damental tiene la configuracion 1s*2s*2p%, puede formar hasta cuatro enlaces covalentes, pues a
partir de la tinica funcion de onda 2sy las tres funciones 2py, 2p,, 2p. se forman cuatro combina-
ciones lineales independientes (orbitales hibridos sp®) cada uno de los cuales estd ocupado por
uno de los cuatro electrones externos (Fig. 12.13c). En el carbono, esta hibridizacion da lugar a
cuatro enlaces dirigidos hacia los vértices de un tetraedro regular. El angulo entre dos cuales-
quiera de esos enlaces es de 109.5°. Esta circunstancia es la que da lugar a la estructura cristalina
del diamante.

La hibridizacién sp” no es la tnica posible en el carbono, aunque es la mas usual. Por ejemplo,
se da también la hibridizacion sp?, en la cual la funcién de onda 2s se combina con dos de las
funciones 2p para dar tres orbitales hibridos equivalentes cuyos lobulos se disponen en un plano
formando entre si angulos de 120° (Fig. 12.13d); el restante orbital 2p no se modifica y tiene sus
l6bulos orientados perpendicularmente a dicho plano. Este tipo de hibridizacion es responsable
de la estructura cristalina del grafito.

De lo dicho se desprende que cuando un dtomo forma mas de un enlace covalente, estos enlaces
forman entre si d&ngulos bien definidos. Por lo tanto los enlaces covalentes son dirigidos, ademas
de saturables. Estas propiedades son fundamentales porque determinan la geometria de las molé-
culas y el tipo de estructura cristalina del compuesto.

Los enlaces i6nico y covalente son dos casos extremos en lo que hace al comportamiento de los
enlaces quimicos, y se dan situaciones intermedias. Asimismo, las funciones de onda responsa-
bles del enlace no necesariamente estan localizadas en el entorno de dos 4&tomos vecinos. Existen
enlaces no localizados, en los cuales las funciones de onda de los electrones involucrados se ex-
tienden sobre varios atomos.

Todas estas propiedades se describen muy bien a partir de la teoria de Hartree. Primero se de-
terminan en forma grosera las posiciones de los centros de los atomos. Después se resuelve la
ecuacion de Schrodinger para cada electron, en forma autoconsistente con la densidad de carga
debida a los demas electrones. Cuando se han encontrado las funciones de onda de todos los
electrones se calcula la energia de la molécula. Luego se repite el mismo procedimiento para
otras posiciones de los centros atdémicos hasta encontrar la que corresponde al minimo de la
energia de la molécula. La disposicion espacial de centros y funciones de onda que se obtiene de
este modo es la configuraciéon geométrica de la molécula. Seguin sea el comportamiento de las
funciones de onda de Hartree se pueden encontrar varios tipos de enlace quimico. Las prediccio-
nes de la geometria de las moléculas y el caracter de los enlaces basadas teoria de Hartree son
muy confiables. Sin embargo la teoria no siempre predice con exactitud las energias de union.

Interacciones atomicas de largo alcance

Cuando los atomos y moléculas han ya establecido entre si sus posibles uniones quimicas,
subsisten interacciones mas débiles y de largo alcance. Dichas fuerzas tienen dos origenes.
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Cuando una molécula tiene una distribucion heteropolar de electrones (esto es cuando tiene un
momento dipolar eléctrico permanente) existe una fuerza de largo alcance debida a los campos
eléctricos asociados con dicha distribucion. Un ejemplo es la molécula de agua, en la cual hay
una transferencia neta de carga desde los atomos de hidrégeno al oxigeno. El campo eléctrico
dipolar que resulta de ello atrae tanto a iones cargados positivamente como negativamente, de-
pendiendo de la orientacion de la molécula da agua. Esto explica porqué el agua es tan buen sol-
vente para las moléculas polares y las moléculas con uniones idnicas.

Otra fuerza de largo alcance es la fuerza de van der Waals, que es una atraccidon débil que se
ejerce entre toda clase de atomos o moléculas no polares. Esta fuerza es la que da cohesion a los
liquidos no polares (como el aire liquido y la nafta). Tales liquidos tienen un punto de ebullicion
bajo, porque las energias de union debidas a las fuerzas de van der Waals son muy pequeias
(apenas unas décimas de eV). Las fuerzas de van der Waals provienen de un sutil efecto cuan-
tico: la existencia de campos eléctricos fluctuantes fuera de un atomo, pese a que la nube elec-
tronica rodea al nucleo y neutraliza su carga. Estos campos fluctuantes estan asociados con las
posibles posiciones de los electrones que se mueven en sus orbitales.

No entraremos aqui en mas detalles para no extender en demasia este Capitulo, y remitimos al
lector interesado a la abundante literatura que existe sobre estos temas. Pero debe quedar claro
que el modelo atomico de capas, junto con el Principio de Exclusion, permiten explicar satis-
factoriamente la estructura atomica de los elementos y sus propiedades.
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13. PARTICULAS IDENTICAS

En el Capitulo 12 introdujimos el Principio de Exclusion en base a la evidencia empirica, y vi-
mos que permite explicar satisfactoriamente la configuracion del estado fundamental de los ato-
mos con mas de un electron y entender las propiedades de los elementos quimicos que se expre-
san en la Tabla Periddica. Esto es posible porque disponemos del modelo del campo autocon-
sistente, segun el cual los electrones atobmicos se mueven independientemente y por lo tanto sus
estados se pueden caracterizar mediante los nimeros cuanticos n,I,m, ms. Sin embargo nuestro
modelo del &tomo no es exacto.

Por otra parte, si bien nuestra identificacion de las configuraciones atomicas es correcta, esto 7o
implica que la funcidon de onda del conjunto de los electrones de un 4&tomo se pueda escribir en la
forma (12.6), o sea como

N
YN = Y1l oY io(r2,02). i (iv,on) = [ [wii(roi) o ki=(nl,m,my); (13.1)
i1

En efecto, al escribir 1 de esta manera no sélo estamos especificando los estados (n,l,m, m);
que estan ocupados: también estamos asignando a cada estado un electron en particular. Esto no
es licito, porque en la Mecanica Cuantica no es posible distinguir entre si las particulas idénticas
como los electrones.

Por ultimo no esta claro todavia como aplicar el Principio de Exclusion a otras situaciones en las
que no podemos identificar los numeros cudnticos que corresponden a cada particula.

Por todas estas razones la formulacion del Principio de Exclusion que dimos en el Capitulo 12
no es aun satisfactoria y es necesario encontrar un planteo mas general, que se pueda aplicar a
todos los casos. Eso es lo que haremos en este Capitulo. Para ello es necesario primero examinar
mas profundamente las implicancias de la indistinguibilidad de las particulas idénticas, que es
una caracteristica fundamental de su descripcion cuantica.

La indistinguibilidad y la funcion de onda de un sistema de varias particulas
idénticas

En la Mecanica Clasica se puede siempre (al menos en linea de principio) identificar una dada
particula y seguirla en su movimiento, porque mientras no la perdamos de vista conserva su
identidad y la podemos distinguir de las demas particulas aunque éstas sean idénticas a ella.
Pero en la Mecénica Cuantica esto no se puede hacer, pues debido al principio de incerteza, la
extension espacial de la funcién de onda que describe nuestra particula es finita, lo cual conduce
inevitablemente a un solapamiento con las funciones de onda de otras particulas idénticas a ella.
En esas circunstancias, cuando observamos una particula no podemos identificar de cudl de ellas
se trata. Este hecho produce efectos muy importantes, que no tienen un analogo clasico, pues la
indistinguibilidad de las particulas idénticas es una caracteristica exclusivamente cuantica. Exa-
minaremos ahora las consecuencias de la indistinguibilidad inherente a la descripcioén cuantica
de un sistema de particulas idénticas.

Vamos a suponer que un sistema de N particulas idénticas (por ejemplo N electrones) se describe
mediante una funcién de onda de la forma

Yy =W(&L5,. 8N (13.2)
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Aqui con & (i=12,...,N) indicamos simbodlicamente fodas las variables que describen una
unica particula (las tres coordenadas en el caso de particulas sin spin, las tres coordenadas mas la
variable de spin en el caso de los electrones y otras particulas con spin).

Observemos que esta suposicion implica que las mismas variables que sirven para describir una
particula aislada, son también adecuadas para describirla cuando forma parte de un sistema con
otras particulas idénticas a ella. En otras palabras, estamos dando por cierto que la particula
mantiene su individualidad cuando pasa a integrar el sistema. No es obvio que esto deba suceder
siempre, pero la experiencia indica que asi ocurre en muchos casos de interés. Por ejemplo, es un
hecho experimental que los electrones que forman parte de un atomo se pueden siempre
identificar como electrones, independientemente de cuantos haya en el atomo.

También debemos tener presente que hay una arbitrariedad inherente a la definicioén del término
“particula” tal como lo estamos usando, y que la identidad de dos particulas es en gran medida
una cuestion de convencion. Por ejemplo, los protones y neutrones se suelen considerar como
dos especies (que se distinguen por diferencias de masa, carga eléctrica, momento magnético y
propiedades de estabilidad). Sin embargo a veces se los describe como dos distintos estados de
una misma especie, el nucleon; en tal caso todos los nucleones se consideran idénticos, y los
estados proton y neutrén se caracterizan por diferentes valores de una nueva variable dindmica,
el spin isobarico o isospin (lo cual requiere introducir un numero cuantico adicional, que re-
presenta el autovalor de la nueva variable dindmica). En ciertos problemas, también, conviene
considerar como particulas a sistemas compuestos como nucleos, atomos o moléculas. Su natu-
raleza compuesta da lugar a grados de libertad internos que se deben incluir entre las variables
dindmicas que describen dichas particulas. Esta amplitud de la definicion de particula no es un
obstaculo para el desarrollo de la Mecénica Cuantica de sistemas de particulas idénticas, y los
principios de la teoria se pueden aplicar a cualquier especie de “particula”, con tal que se utilicen
las variables (y los numeros cuéanticos) adecuadas a cada caso.

La interpretacion de la (12.1) es que

PNPNOEDS, ... dEy = [P (G-, En01) P G- . dEy = P(&y,-.., En,1)dG .. dEy  (13.3)

representa la probabilidad] P(&,55,...,EN,t) de encontrar en un dado instante 7 una particula en
el intervalo (&, & + d&)), otra particula en el intervalo (&,, & + d§,), ..., y finalmente la Gltima
particula en el intervalo (&, Sy + dSy)-

Ahora bien, puesto que las particulas son indistinguibles, debemos tener que

P(®(&, 828N )0 1) = P(&1,52,--,5N0 1) (13.4)

para cualquier permutacion ®(&;,&,,...,5y) de los argumentos de P, dado que siendo idénticas,
el orden en que se citan los intervalos donde se encuentran es claramente irrelevante.
La (12.22) implica que se debe cumplir

(P&, Epe - ENDIL) = €% W(EL G En L) (13.5)

"El lector debe tener presente que ahora P es una densidad de probabilidad en un espacio de 3N dimensiones para
cada una de las N(2s+1) componentes spinoriales de ¥y y por lo tanto no se puede visualizar en el espacio ordinario

de tres dimensiones como en el caso de una tnica particula.

184



13. Particulas idénticas

donde o, es un nimero real. Mostraremos ahora que este requerimiento impone restricciones
muy importantes sobre la forma de .

Para ver esto, recordemos que las permutaciones ®(§, ..., 5y) de N elementos forman un grupo,
y que toda permutacion se puede expresar como el producto de transposiciones, esto es de inter-
cambios de dos elementos del conjunto (&,...,&y). Por lo tanto no hace falta considerar las N!
permutaciones posibles, sino que basta considerar las N(N - 1)/2 transposiciones.
Consideremos una transposicion 7'(j,K) que consiste en el intercambio & <> &, del j-¢simo ar-
gumento con el k-€ésimo argumento de ¥. Su efecto sobre ¥es

T KW =W (ELEpres B nn & B D) = €FW(EL Gy & s Bree Enil) (13.6)

Como T(j,K)T'(j,k) = 1 (pues si reiteramos la transposicion volvemos al orden inicial), es evi-
dente que €”“K = 1. Esto da dos posibilidades: Aig =€ =1y Ay = €%k = -1 Ahora bien,
es facil verificar que si 7'(j,k) y 7'(I,m) son dos transposiciones cualesquiera, se cumple que

)\’jk = )L|m = A. (137)

de modo que se dan solamente dos casos: (a) A = +1, y entonces cualquier transposicion deja
invariante a ¥, (b) A = -1y entonces cualquier transposicion cambia ¥en —.
En el primer caso tendremos

V(P(&,52,---,5n)0t) = V(& 8-, 5N ) (13.8)

y Wno se modifica cuando se permutan sus argumentos. Se dice entonces que ¥ es simétrica
respecto del intercambio de sus argumentos.
En el segundo caso tendremos

Y(@(5,8,...En)t) = (DT W(5,5,,....5\:1) (13.9)

donde g, es el numero de transposiciones que es necesario efectuar para realizar la permutacion
®. Se dice entonces que ¥ es antisimétrica respecto del intercambio de sus argumento. En parti-
cular

W(ELE & E) = “WEL G G s Ej e B (13.10)

y ¥ cambia de signo cuando se intercambian dos cualesquiera de sus argumentos & y &y.

Por consiguiente resulta que la funcion de onda de un sistema de particulas idénticas es o simé-
trica o antisimétrica respecto del intercambio de sus argumentos. Esto es consecuencia de la in-
distinguibilidad.

Funciones de onda simétricas y antisimétricas

Vamos a ver ahora que la propiedad que la funcion de onda es o simétrica o antisimétrica se
conserva en el tiempo. La evolucion de W esta dada por la ecuacion de Schrodinger

i _ gp (13.11)
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13. Particulas idénticas

donde el Hamiltoniano del sistema es la suma de las energias cinéticas de las N particulas mas
las energias potenciales de las fuerzas externas que acttian sobre cada una de ellas, mas las ener-
glas potenciales V, de las fuerzas de interaccion entre las particulas:

N [ p2
o= P
j=1

N
u j.k=1

I>]

Esté claro que #debe ser simétrico respecto del intercambio de la designacion de las particulas.
Esto implica que HW) tiene la misma simetria (o antisimetria) que ¥y y por consiguiente de la
(13.11) se desprende que Wy (t + dt) tiene la misma simetria (o antisimetria) que ¥y. Conti-
nuando el proceso de integracion se encuentra entonces que la simetria o antisimetria se preserva
para todo tiempo.

En el caso de un estado estacionario de energia total & se tiene que

III(ELEZ’-“!ENJ:) = e—iﬂ/i’@}(gl’gzpn’g’\l) = e‘iﬂ/th (1313)

y vemos que el caracter de simetria por intercambio de vy es igual al de la funcion de onda.

De resultas de lo que hemos visto, surge la pregunta de si es posible que un sistema de particulas
idénticas pueda tener estados de ambas clases de simetria por intercambio, es decir, tanto es-
tados simétricos como antisimétricos. La respuesta es que esto no es posible. En efecto, sean dos
sistemas A y B, ambos formados por particulas idénticas de la misma especie (por ejemplo, dos
atomos). El sistema C constituido por el conjunto de 4 y B debe tener, por lo que vimos recién,
una funcion de onda cuya simetria por intercambio es definida (o simétrica, o antisimétrica). Por
otra parte, acabamos de ver que la simetria de 4 y B no puede cambiar’ por el mero hecho de
entrar a formar parte de C. Por lo tanto se deduce que 4, By C deben tener la misma simetria de
intercambio. Por extension, inferimos entonces que fodos los sistemas de particulas de una dada
especie deben tener la misma simetria.

En conclusion:

Los estados de un sistema de particulas idénticas o son todos simétricos, o son tgdos anti-
simétricos, dependiendo de la clase de particulas de que se trate.

Hasta aqui podemos llegar partiendo de los postulados de la Mecanica Cuantica no relativistica
de que tratan estas notas. Para avanzar mas, y averiguar qué tipo de funcion de onda (simétrica o
antisimétrica) describe un sistema de particulas de una dada clase, es preciso salir del ambito de
nuestra teoria.

Bosones y Fermiones

En el marco de la Teoria Cuantica Relativistica de Campos se demuestra que existe una relacion
entre la simetria o antisimetria de la funcion de onda que describe un sistema de particulas idén-
ticas y el spin de las particulas. La demostracion, que no daremos aqui pues excede el ambito de
estas notas, se funda en que dicha relacion es necesaria, de lo contrario no es posible formular
una teoria cuantica de campos que tenga sentido, y que no lleve a predicciones absurdas.

La relacion entre spin y simetria por intercambio es la siguiente:

? Esto es verdad independientemente de si 4 y B interactian o no.
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13. Particulas idénticas

Relacion entre spin y simetria por intercambio:

* |os sistemas dparticulas de spin semientefelectrones, protones, neutrones y otras
mas) se describen por medio de funciones de antaimétricastales particulas se
denominarfFermionespues obedecen a la estadistica de Fermi-Dirac;

* J|os sistemas dparticulas de spin enterotones y otras mas) se describen por medio
de funciones de ondamétricas tales particulas se denomindosonegorque obede
cen a la estadistica de Bose-Einstein.

Este resultado (que en el presente contexto tenemos que asumir como un postulado adicional) se
denomina relacion entre spin y estadistica. Las estadisticas de Bose-Einstein y de Fermi-Dirac
se trataran en el Capitulo 15.

Sistemas de particulas independientes

Consideremos los estados estacionarios de un sistema de N particulas idénticas. Supongamos
que la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo tiene la forma

N
HP N =(2Hi(ri’pl))WN =EYN (13.14)
=

donde Hi(r,p) es el Hamiltoniano de una iinica particula’. La funcién de onda v (&) de un es-
tado estacionario de una particula (recordamos que § indica todas las variables que la describen,
es decir las tres coordenadas mads la variable de spin) es solucion de la ecuacion

Hiy i (8) = By (8) (13.15)

y se caracteriza por ciertos nuimeros cuanticos, que en conjunto indicamos con k.

Queremos escribir la funcioén de onda vy del sistema, cuando las N particulas ocupan los esta-
dos ¥y, ..., ¥y, con nimeros cudnticos ky, ..., ky. Claramente, 1y no puede ser de la forma
(13.1), que no tiene simetria definida por intercambio. La forma correcta de proceder es la si-
guiente: sea

Y(&18---En) =¥ (E)Y i, (82)--- Wi (EN) (13.16)

Sea ahora ®(&;,5,,...,&y) una permutacion de los argumentos de vy (&;,&,...5y). Entonces

Yo =2 SY(EEE ) (13.17)

NS toda @

donde la suma abarca todas las N! permutaciones de los argumentos de v, es simétrica por el
intercambio de dos cualesquiera de sus argumentos. Por lo tanto (a menos del factor e2/%) a
(13.17) es la funcién de onda correcta para Bosones.

En cambio

? Esto significa que consideramos que cada particula se mueve independientemente de las demas, esto es, que no
interactiia con ellas, o bien que esas interacciones se pueden describir por medio de un potencial efectivo que
depende solamente de las variables de la particula (como ocurre para el modelo del 4&tomo que tratamos en el
Capitulo 12).
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D (D% y (25,5, 5n)) (13.18)

Y Na \/
“ toda ®

donde g, es el nimero de transposiciones que es necesario efectuar para realizar la permutacion

®, es antisimétrica por el intercambio de dos cualesquiera de sus argumentos. Por lo tanto (siem-

pre a menos del factor e'®/") 1a (13.18) es la funcion de onda correcta para Fermiones. Los

factores 1/ \/ N, se introdujeron en (13.17)y (13.18) para normalizar® las funciones de onda.

El principio de exclusion de Pauli

El hecho que un sistema de Fermiones, como los electrones de un atomo, se describe mediante
una funcion de onda antisimétrica tiene importantisimas consecuencias, entre las cuales se
cuenta el Principio de Exclusion.

Consideremos en efecto los estados estacionarios de un a&tomo con N electrones. Como vimos en
el Capitulo 12, el 4&tomo se puede describir por medio del modelo aproximado de Hartree, en el
cual la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo tiene la forma

N
HY N =(I=21H|(r|ip))1/JN =EYN (13.19)
donde
Hi(f,p)=%—\/i(r) ; V(F)-—¥+V(f) (13.20)

es el Hamiltoniano de una unica particula en un campo de fuerzas centrales dado por Vi(r) (el
potencial Coulombiano apantallado, que resulta de la carga nuclear mas la que se debe a los de-
mas electrones). La funcion de onda v 5 (1) del i-ésimo electron es solucion de la ecuacion

pr.@)-[ ’ V(r)]wp.@)— E ) (8) (13.21)

y se caracteriza por los cuatro nimeros cuanticos pi = (n,l,m, ms) ;.

La funcién de onda v del atomo, cuyos N electrones ocupan los estados 4 p1, ¥ po, ..., ¥ pN
con nimeros cuanticos pl=(n,l,m,ms)y, p2=(nl,m,m),,, ..., etc. esta dada por la (13.18).
Una forma equivalente de escribirla es

Youl&) vu&) - &) o YuEn)
Ypo(8) wpa(E) o wp(E) - Ypa(En)

IV | v veE) o weE) e v (13.22)

Yon(E) von(E) o won(E) o Ypn(En)

* Si las 1y son ortonormales se tiene que N;, = N!.

188



13. Particulas idénticas

En efecto, al desarrollar el determinante (13.22) (que se denomina determinante de Slater) ve-
mos que 1 es una combinacion lineal de productos del tipo (13.1), en la cual figuran todas las
N! permutaciones de los N argumentos &;,5,,...,&y; por lo tanto es una solucion de la (13.19)
correspondiente al autovalor

E=En+Ep+...+Ey+...+ Egy (13.23)

y ademas es antisimétrica frente a cualquier intercambio &; <> &. Esto ultimo es evidente, pues
el intercambio de los argumentos equivale a intercambiar las correspondientes columnas del de-
terminante (13.22).

El determinante de Slater es idénticamente nulo si cualquier par de particulas se encuentran en el
mismo estado. En efecto, si dos conjuntos de numeros cuanticos pi, pk coinciden, el determi-
nante tiene dos filas iguales y por lo tanto es nulo. Luego al postular que ¥ es completamente
antisimétrica se garantiza que se cumpla el Principio de Exclusion. Sin embargo, el postulado de
la antisimetria de la funcion de onda es mds general, ya que se puede aplicar a todo tipo de situa-
cion, incluso cuando no se puede asignar nimeros cuanticos a las particulas.

Claramente, 1y se anula también cuando dos de sus argumentos son iguales (en tal caso dos de
las columnas del determinante de Slater son iguales). Esto significa que dos electrones (o dos
Fermiones, en general) no pueden estar en el mismo lugar del espacio si tienen el mismo spin.

Las interacciones de intercambio

La circunstancia que el spin de las particulas no intervenga en la ecuacion de Schrédinger no
invalida dicha ecuacion ni los resultados que de ella se obtienen. En realidad la interaccion eléc-
trica entre las particulas no depende de su spin’. Del punto de vista matematico esto implica que
(en ausencia de campos magnéticos) el Hamiltoniano de un sistema de particulas cargadas no
contiene operadores de spin, de manera que cuando opera sobre la funcién de onda no produce
ningun efecto sobre las variables de spin. Por ese motivo, cada una de las componentes de la
funcién de onda (ver la ec. (11.80)) satisface la ecuacion de Schrodinger por separado de la otra.
Por consiguiente la funcién de onda vy del sistema se puede escribir como el producto de una
funcién @ de las coordenadas por una funcion yx de las variables de spin, de la forma

'l/)N(rl,O'l; r2,0'2;...) = §0(r1, r2,...)X(O'1,O'2,...) (1324)

Llamaremos funcion de onda orbital, o de las coordenadas, a ¢, y funcion de onda de spin a yx.
La ecuacion de Schrodinger, en la aproximacion no relativistica, determina inicamente la fun-
cioén de onda de las coordenadas dejando arbitraria la funcion de onda de spin. Entonces cuando
no nos interesa el spin de las particulas podremos aplicar la ecuacién de Schrodinger e identifi-
car la funcion de onda con la funcion de onda orbital.

Veremos ahora una importante consecuencia de la indistinguibilidad: pese a que la interaccion
entre las particulas no involucra su spin, la energia del sistema depende igualmente del spin to-
tal. Esto se debe a que, por ser idénticas las particulas, 1y tiene una simetria de intercambio
definida.

> Esto es cierto dentro de la aproximacion no relativistica. Si se toman en cuenta los efectos relativisticos, la

interaccidn entre particulas cargadas depende de sus spines.
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Consideremos para simplificar un sistema de dos particulas idénticas. Al resolver la ecuacion de
Schrodinger, encontraremos una serie de niveles de energia, a cada uno de los cuales le corres-
ponde una cierta funcion de onda de las coordenadas ¢(r;,r,) que es o simétrica o antisimétrica.
En efecto, debido a la identidad de las particulas, el Hamiltoniano # del sistema (y entonces la
ecuacion de Schrodinger) es invariante frente a permutaciones de las mismas. Entonces, si el ni-
vel de energia E que estamos considerando no es degenerado, al permutar las variables r; y r, la
autofuncion ¢(ry,r,) no puede cambiar sino por un factor constante. Reiterando la permutacion
es inmediato ver que ese factor no puede ser sino 1 o —1. En el primer caso ¢ es simétrica por
intercambio, y en el segundo es antisimétrica. Si hay degeneracién, de modo que al nivel £ le
corresponden dos o mas autofunciones ;(rq,r,), se pueden siempre elegir oportunas combina-
ciones lineales de simetria definida. Examinemos ahora algunos casos.

Sistema de dos particulas sin spin

En este caso no hay factor de spin en la 1, y la funcién de onda se reduce a la funcion orbital ¢.
Puesto que las particulas sin spin son Bosones, ¢(ry,r,) debe ser simétrica. Esto significa que no
todos los niveles de energia que se obtienen resolviendo la ecuacion de Schrodinger se pueden
realizar, porque aquellos que corresponden a funciones ¢ antisimétricas no son admisibles.

Para ver lo que esto implica recordemos lo visto en el Capitulo 10. Para tratar el sistema con-
viene separar el movimiento relativo de las particulas del movimiento del centro de masa, po-
niendo @(r,1) = @em(fem)@ra (1), donde gy es la posicion del centro de masay r =1, —r; es la
posicion relativa de las particulas. El momento angular L del movimiento relativo es constante
del movimiento y entonces @yg(r) = R (r)Y"(6,¢). Ahora bien, el intercambio de las particu-
las equivale a la inversion de coordenadas relativas r — —r, y sabemos que la paridad de los
armonicos esféricos esta dada por (—1)| . Resulta por consiguiente que:

® Un sistema de dos particulas idénticas sin spin s6lo puede tener estados de momento angular

orbital relativo par.

Sistema de dos particulas de spin 1/2

Por tratarse de Fermiones la funcion de onda del sistema 3 = @(ry,15) x(01,05) debe ser antisi-
métrica ante el intercambio de las particulas. Luego si ¢(ry,r,) es simétrica, x(oy,0,) debe ser
antisimétrica, y viceversa. Buscaremos entonces las funciones de spin de simetria definida.

La funcién de onda de spin de cada electrén es

o (mg=1/2)
Xm, (0) = {ﬁ (M= -1/2) (13.25)
luego x(o7,0,) debe ser una combinacion lineal de
a0, ayfy, Proa, Bz (13.26)
Definimos ahora el spin total como
S=§x1+1xS, (23.27)

donde la notacion indica que el primer factor de los productos cartesianos S x 1y 1x S, opera
sobre el primer factor, y el segundo factor opera sobre el segundo factor de los (13.26). Puesto
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que S conmuta con %, elegiremos las x(0q,0,) de modo que sean autofunciones de S? y S,,
correspondiente a los autovalores 7°S(S+1) y iMg (Mg=S S-1,..., - S). Usando las técnicas
de operadores de los Capitulos 10 y 11 es facil verificar que S puede valer 0 o 1.

La tnica autofuncion correspondiente a S= 0 es

Xoo =3Py - Bray) (S=0, Mg=0) (13.28)

y es antisimétrica respecto del intercambio de las variables de spin de las dos particulas. Los es-
tados con S= 0 se denominan singletes.
Las tres autofunciones correspondientes a S=1 son

X11 = 0100 (S=1 Mg=1)
x10 = 3(fp + fraz) (S=1 Mg=0) (13.29)
X1-1= P12 (S=1 Mg=-1)

y son simétricas respecto del intercambio de las variables de spin de las dos particulas. Los esta-

dos con S=1 se llaman tripletes.

Llegamos entonces a los siguientes resultados:

® Los niveles de energia que corresponden a funciones orbitales simétricas se realizan cuando
el spin total del sistema es nulo (estados singlete).

* Los niveles de energia que corresponden a funciones orbitales antisimétricas se presentan
cuando el spin total del sistema es igual a 1 (estados triplete).

Sistema de dos particulas de spin arbitrario s

En este caso se trata de Bosones si s es entero o de Fermiones si es semientero y claramente la
simetria de la funcién de onda total vy debe ser (~1)2S. Por otra parte se puede demostrar que S
puede tener los valores 2s,2s-1,..., 0 (y para cada uno de ellos Mg=S S-1,...,-S),y que la
simetria de las gy esta dada por (-1)25-S. Resulta entonces que:

® Para garantizar que v tenga la simetria correcta, la simetria de la funcion orbital ¢(rq,r,)

debe ser (-1)S.

Por ejemplo si s=1 el spin total S puede valer 2 (quintupletes, con X v ¥ @(f,I>) simétricas),
1 (tripletes, con x1m. ¥ @(ry,12) antisimetricas) o 0 (singletes, con xqq y @(ry,rp) simétricas).

Correlaciones espaciales en un sistema de dos particulas idénticas

El hecho que la funcion de onda espacial de un sistema de particulas idénticas (Bosones o Fer-
miones) tiene simetria de intercambio definida hace que sus posiciones estén correlacionadas.
Para ver esto, consideremos dos particulas en estados cuyas funciones orbitales son (pp(r) y
®q(r) (normalizadas pero no necesariamente ortogonales). Las funciones de onda espaciales
normalizadas simétrica y antisimétrica del sistema son, respectivamente

TR i 5y PP + 7)) (13.30)
\

T 11 5, LPRG(1) = ()] (13.31)
T21-53)
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donde el producto escalar 6 = (¢p,¢y) da una medida de la falta de ortogonalidad de ¢,y ¢q.
Las correspondientes densidades de probabilidad son

(11 12) = 9s@s (13.32)
1 * *
= o 53y 1o Ploq @) P + 1o () Ple €)F +2 Rk, & g 6 ¥ 2y €2 )
y
Pu(r.12) = @es (13.33)
1

N 2(1+6°9) {l@p(rl) |2|qu () > + | (1) F lpp €2 )f -2 Re@; G ¥q G ()9321 G o, (2 )}

Estas densidades de probabilidad determinan la probabilidad de encontrar una de las particulas
en el entorno de Iy, cuando la otra particula esta en el entorno de 1.

Consideremos ahora el resultado (que podriamos llamar cldsico) que se obtendria si las dos par-
ticulas fuesen distinguibles. En este caso, los estados

(ppq(rb )= (pp(rl)qpq(rZ) y (pqp(rl’ r) = (Pq(rl)(pp(rz) (13.34)

se deberian considerar distintos, e igualmente probables. Luego, la probabilidad que el sistema
esté en cada uno de ellos valdria 1/2. Pero cuando el sistema esta en el estado ¢p, la probabili-
dad de encontrar una particula en el entorno de r; y la otra en el entorno de r, es

Pog (11, 12) =1@p(r) Pl (r2) P (13.35)

Del mismo modo cuando el sistema esta en el estado ¢, la probabilidad de encontrar una par-
ticula en el entorno de ry y la otra en el entorno de ryes

Pap(r1.12) =1 9 () Pl p(ra) P (13.36)

Por consiguiente la expresion clasica de la densidad de probabilidad de un sistema de dos parti-
culas identicas pero distinguibles, cuando una de ellas esta en el estado @, y la otra en el estado
®q» Sin que sepamos a priori en qué estado esta cada una de ellas es

Po(r2) = 5 [P + Pep(rar 1= 2 () Plorg €)F + g €)1 Iy & A} (23:37)

Si comparamos esta expresion con las (13.32) y las (13.33) vemos que en general

Ry(ry, 1) = Po(ry,1p) = Py(ry, o) (13.38)

y que las diferencias provienen del factor de normalizacién f = (1+9°8)~1 y de los términos de
interferencia |44(11,1) = 2Rel@(1)eq (1)@ ()@ p(r2)].

Es importante notar que estas cantidades dependen del solapamiento de las funciones de onda
orbitales. Si ¢,(r) y ¢q(r) no se superponen (Fig. 13.1a) es evidente que 6 =0, luego f =1,y
que ademds g 4(rp,15) = 0. En este caso, se tiene que
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Ru(ry,1p) = Po(ry,rp) = Pa(ryrp) (13.39)

Por lo tanto los efectos de la indistinguibilidad se ponen de manifiesto solamente cuando las
funciones de onda de las dos particulas se solapan (como en la Fig. 13.1b). Si no hay solapa-
miento, esto es, en el limite clasico, las particulas se comportan como si fuesen distinguibles.

(a) (b)

©q(X) ¥p(X) vq(X)  @p(X)

Fig. 13.1. Cuando las funciones de onda de dos particulas idénticas no se solapan, como en
(a), @p Y ¢q son ortogonales y los términos de interferencia son nulos. Por lo tanto las po-
siciones de las particulas no estan correlacionadas, P, =Py = P,, y todo ocurre como si
fuesen distinguibles. En cambio cuando sus funciones de onda se solapan, como se indica
en (b), no es posible distinguir una de otra, y al calcular P,y P, aparecen términos de in-
terferencia entre ¢ y @qp. Debido a ello las posiciones de las particulas estan correlacio-
nadas y P = Py = P,. En comparacion con lo que sucederia si fuesen distinguibles, todo
ocurre como si las particulas se repelieran cuando ¢(ry,r,) es antisimétrica, y se atrajeran
cuando es simétrica.

Es interesante ver cuanto vale la probabilidad de encontrar las particulas en la misma posicion,
es decir cuando r; =, =r. De las (13.32), (13.33) y (13.37) resulta

R(r.r) = l@p(r) Flog() Py Bo(rir) =lep(r) Plog(r) P Pa(rr) =0 (13.40)

2
(1+6%9)

Luego cuando la funcion de onda espacial es antisimétrica, la probabilidad que las particulas se

encuentren en el mismo lugar es nula. En cambio, cuando la funcién de onda espacial es simé-

trica, la probabilidad que las particulas se encuentren en el mismo lugar es mayor que la que se

tendria si fuesen distinguibles. Todo ocurre como si las particulas se repelieran cuando ¢(rq,r5)

es antisimétrica, y se atrajeran cuando es simétrica, se entiende respecto de lo que sucederia si

fuesen distinguibles.

Las densidades de probabilidad (13.32) y (13.33) son funciones de seis variables y no se pueden

visualizar en el espacio ordinario. Para que el lector se pueda hacer una idea intuitiva de las co-
rrelaciones espaciales entre dos particulas, consideremos un caso unidimensional, en que @,(X)

Y ®q(X) son Gaussianas (Fig. 13.2), normalizadas y de igual ancho, separadas por una distancia
d (x y d se expresan en multiplos del ancho de la Gaussiana).

1 _1(x-d/2)? 1 -3(x+d/2)? (13.41)

Qo=—5€ 2 y Qg =—75€
P a 4

193



13. Particulas idénticas

©q(X) ep(X)

Fig. 13.2. Funciones de onda orbitales de dos particulas idénticas que se mueven en una
dimension.

En la Fig. 13.3 se pueden apreciar las densidades de probabilidad clasicas Fyq(X, %) y
Fop(X1,Xp) dadas por las ecs. (13.35) y (13.36) y correspondientes a los dos estados igualmente
probables ¢y y @qo. En la Fig. 13.4 se pueden apreciar los resultados cuanticos (ecs. (13.32) y
(13.33)) para Py(X, %) y Py(Xq,X5), calculados para diferentes valores de d. Es facil verificar
que el solapamiento de @(X) y ¢4(X) disminuye exponencialmente con d. Para d = 4 el efecto
de la indistinguibilidad es insignificante, pero para valores de d proximos a la unidad, o meno-
res, el efecto es muy importante.
La generalizacion de los resultados de esta Seccion a sistemas de mas de dos particulas idénticas

no es dificil, pero lleva a ciertas complicaciones. Por lo tanto no la presentamos aqui para no
extender demasiado este Capitulo®.

d=4: ¢ d=4: ¢gp

0.4
0.3

0.4
0.3

Pag(X1,%)/2 0-2
0.1

Pap(X1,%2)/20-2
0.1

-4 _4

Fig. 13.3. Densidad de probabilidad para un sistema unidimensional de dos particulas
idénticas pero distinguibles descriptas por funciones de onda orbitales de forma Gaussiana,

separadas por una distancia d = 4. Los diagramas corresponden a los dos estados igual-
mente probables @pq ¥ @qp-

% El lector interesado puede encontrar una discusion de este tema en el libro Quantum Mechanics de L. D. Landau y
L. M. Lifschitz (Pergamon).
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d=4: ¢ d= 4:ip,
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d=0: ¢s d= 0:¢q

0.4 0.4

0.3 0.3

P (X ,%2) 0.2 P.(X,%) 0.2
0.1 0.1

Fig. 13.4. Densidad de probabilidad para un sistema unidimensional de dos particulas des-
criptas por funciones de onda orbitales de forma Gaussiana, separadas por diferentes dis-
tancias d. Los diagramas de la izquierda corresponden a funciones simétricas y los de la
derecha a funciones antisimétricas.
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El atomo de helio

Como aplicacion de la teoria que hemos expuesto vamos a estudiar los estados estacionarios del
atomo de helio. Observamos que el Hamiltoniano #del sistema no depende de las variables de
spin de las particulas, puesto que hemos despreciado los efectos de spin y otras interacciones
magnéticas en los H;(r, p). Para simplificar el tratamiento vamos ignorar en un primer momento
la repulsion entre los electrones, ya que no queremos aqui hacer un tratamiento exacto, y de esa
forma resultara mas claro el rol de la indistinguibilidad. Con esta aproximacion, que llamaremos
de orden 0, la energia total depende solamente de n; y ns.

La funcion de onda del sistema se puede escribir como el producto de una funcion de las varia-
bles espaciales ¢(ry,r,) por una funcion yg), de las variables de spin, de la forma

Y (11, 01,12,02) = Q(n1,m )y (n1m), (1 2) XS M (13.42)

Pero 1 debe ser antisimétrica ante el intercambio (r;,01) <> (1,02), ¥ Xgm €S simétrica si
S=1y antisimétrica si S=0. Luego @(n| m),,(nl,m),> debe ser antisimétrica para los estados
triplete y simétrica para los estados singlete.

Por lo tanto, si los electrones ocupan los estados (n,I,m); y (n,I,m),, la funcion de onda espa-
cial del sistema es

Prriplete = \/%[fﬂ(mm ). (MPim ), () = @rim ), (M@(nimy ), (12)] (13.43)

para los estados triplete, y

Psinglete = %[¢(n|m)1(f1)¢(n|m)2 (r2) + @iy, (M @(nimy, (12)] (13.44)

para los estados singlete. En estas formulas

Poim (1) = Ru (Y™ (6,9) (13.45)

donde R, (r) es la funcion radial hidrogenoide correspondiente a Z =2 e Y|m' (0,9) es un armo-
nico esférico.

El hecho que ¢(ry,r,) es antisimétrica para los estados triplete y simétrica para los estados sin-
glete trae aparejada una profunda diferencia entre los primeros (que se suelen denominar or-
tohelio) y los segundos (parahelio). Veremos, en efecto, que la energia de los estados depende
del spin, a pesar que las variables de spin no aparecen en .

Antes de proseguir es oportuno hacer una breve digresion para aclarar al lector en qué consiste la
notacion espectroscopica, dado que se usa muy frecuentemente en la literatura. Se trata de una
forma compacta de designar los niveles de energia de los &tomos con varios electrones. Para ello
se cita primero la configuracion a la que pertenecen, y a continuacion se indica el autovalor del
momento angular orbital total L = L; + L, +... con las letras mayutsculas S, P, D, F, ... que lle-
van como superindice el spin total S=§ + S, +... (representado por el nimero 1 si es singlete,
3 si es triplete, etc.). Queda definido asi lo que se denomina un término espectral’, por ejemplo

7 Mas precisamente, un término LS, pues hay otras formas de acoplar los momentos angulares orbitales y de spin de

los varios electrones
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3P es un término caracterizado por S=1y L =1. Como veremos en seguida, debido a la repul-
sion Coulombiana entre los electrones los diferentes términos de una configuracion tienen dis-
tintas energias. Si ademas se toman en cuenta los efectos relativisticos (efecto spin-6rbita), los
estados pertenecientes a un mismo término se separan ulteriormente en energia, de acuerdo con
el autovalor J de su momento angular total J = L + S (L2, S?y J son constantes del movimiento
para un atomo aislado que no estd sometido a campos magnéticos externos). Por lo tanto, para
terminar de identificar el nivel de energia, se agrega a la designacion del término el valor de J
como subindice, por ejemplo el término P da lugar a tres niveles diferentes: *P,, *P1, y *Po. A
cada uno de estos niveles le pertenecen 2J +1 estados, que se identifican por el autovalor M;
(=J,J-1,...,-J) correspondiente a la proyeccion de J sobre el eje z (arbitrario). Asi 'Sy in-
dica que el nivel tiene spin total nulo, momento angular orbital nulo y momento angular total
nulo (siempre que J = O el nivel tiene un tnico estado). Del mismo modo *P; indica los tres es-
tadoscon L=1, S=1, J=1y M;=10,-1. En ausencia de campos externos, los 2J +1 esta-
dos de un dado nivel estan degenerados. De esta manera, la notacidén espectroscopica identifica
inequivocamente los niveles de energia atomicos, y las transiciones que ocurren entre ellos que
dan lugar a las lineas espectrales.

Hechas estas aclaraciones, volvemos a los estados estacionarios del atomo de helio. El estado
fundamental corresponde a la configuracion 1s%, en la cual ambos electrones estan en el estado
de particula individual de menor energia, esto es cuando (n,lI,m); = (n,I,m), =(3,0,0). En esta
configuracién hay un nico estado, que es obviamente un singlete, y en la notacién espectrosco-
pica se designa como 1s® 'Sy (no hay estados triplete cuando (n,I,m); = (n,1,m),).

Los estados excitados de menor energia se originan en configuraciones del tipo 1s2s, 1s2p, 1s3s,
1s3p, 153d, etc., y como se ve consisten en dejar un electrén del estado fundamental 1s* 'Sy en el
estado 1s y excitar el segundo electron a un estado de mayor energia. Los términos que resultan
pueden ser tanto singletes como tripletes. En esos casos, los tripletes tienen menor energia que
los correspondientes singletes. Esto se puede ver si se calcula el efecto de la repulsion Coulom-
biana entre los electrones, que hasta ahora no hemos considerado. Podemos estimar facilmente
este efecto calculando el valor medio del potencial de interaccion entre los electrones

Vi = _& (13.46)

| =1y

Si calculamos el valor esperado de V, para los estados de un triplete obtenemos

Vi,triplete =ff(ptripleteviqotripletedrler =D-1 (13.47)

donde hemos introducido la notacion

D = o1 (r)ea(ra)Men (r) g (rp)drydr,

S (13.48)
I = [fo2(r)er (r2)M@r(r)@2(rp)drdr

y para abreviar las férmulas escribimos (n,I,m); =1y (n,I,m), — 2.
Del mismo modo para los estados del singlete que proviene de la misma configuracion resulta

Vi,singlete =ff¢§nglete\/i¢§nglaedrldr2 =D+l (13.49)

197



13. Particulas idénticas

Las integrales D e I se denominan respectivamente integral directa e integral de intercambio y
son positivas. La integral directa representa el valor medio clésico de la energia potencial de in-
teraccion electrostatica entre dos distribuciones de carga de densidades p(r) = —e| @y (1) ° y
p(ry) = —e|@,(r,) P y es el resultado que se tendria si los electrones se pudieran distinguir uno
de otro. Su efecto es romper la degeneracion entre las configuraciones con el mismos # pero di-
ferente /. La integral de intercambio es un efecto puramente cuantico debido a la indistinguibili-
dad de los electrones.

La presencia de la integral de intercambio / aumenta la energia potencial de repulsion de los es-
tados del singlete y disminuye la de los pertenecientes al triplete respecto del valor clasico dado
por la integral directa. Por tal motivo los tripletes que provienen de una configuracion lsn/ tie-
nen siempre menor energia que los singletes de la misma configuracion. Es facil comprender
porqué debe ser asi. En efecto, la funcion de onda orbital de los tripletes es antisimétrica, por lo
tanto término medio los electrones estan mas lejos el uno del otro que en los singletes, que tie-
nen una funcion de onda orbital simétrica. Por consiguiente el efecto de repulsion es menor en
los tripletes que en los singletes. La Fig. 13.5 muestra en forma esquematica como se rompe la

degeneracion de los diferentes términos espectrales de las configuraciones 1s2s y 1s2p del &tomo
de helio.

E Orden 0 Repulsién Coulombiana Efecto spin-orbita
1s2p 'P, o 1s2p 'R,
//
1/
7/
1s2p 4
/
! N 1s2p 3P,
/ N \ 1s2p 3P
/ 1820 °Ps T 1s2p’P,
/ - .
] 152515, 1525 1S,
h _
D/ I //
/ 1s2s e
—_—
| N
[ S 1283, 152535,
, _
/ /D
Iy
Iy
1s2s  1s2p

Fig. 13.5. Diagrama cualitativo que muestra como se rompe la degeneracion de los niveles
de las configuraciones 1525 y 1s2p del &tomo de helio. Al orden 0, esto es si ignoramos la
repulsion entre los electrones, todos estos estados tienen la misma energia. El término di-
recto D aumenta de manera diferente las energias de estas dos configuraciones. El término
de intercambio / separa los términos triplete y singlete de cada configuracion. Por tltimo
el efecto spin-orbita separa los diferentes niveles de cada término.

Las caracteristicas que acabamos de comentar se observan también en los resultados de céalculos
mas exactos que el que hemos presentado aqui. En la Fig. 13.6 se muestra un esquema de los
primeros términos del atomo de helio (la separacion de los niveles de cada término por el efecto
spin-orbita es demasiado pequefia para ser apreciada en el diagrama). Los célculos tedricos mas
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precisos de los niveles de energia muestran un excelente acuerdo con los datos observacionales
(la discrepancia es apenas del orden de una parte en 107).

E (eV) parahelio (S = 0) ortohelio (S =1)
54 |
77
55
4 4 4d Y 4p 4d 4f
55S41 w327 5327 5527 4s 3530 5527 5527
o -55.53
3p 3d 3 3d
-6 3 5593 3592 . o S
-56.08 56739
2p
-57.79
57
2
> 5812)4
2s .
-58.39
-0 2s
-59.18
60 —
1s
-79

Fig. 13.6. Esquema de los primeros términos espectrales del &tomo de helio, provenientes
de configuraciones del tipo lsnl. Para mayor claridad se han colocado en la parte izquierda
los singletes (parahelio) y a la derecha los tripletes (ortohelio). Para que el grafico resulte
mas legible omitimos escribir en las leyendas que identifican cada término el ls que esta
presente en todas estas configuraciones, dandolo por sobreentendido. Tampoco hemos es-
crito el nombre del término, porque es obvio. Por ejemplo el término designado 3d del pa-
rahelio, cuya energia es de —55.92 eV es claramente 'D y el término del ortohelio desig-
nado 4p (a —55.3 eV) es P. La zona gris por encima de —54.4 ¢V corresponde al espectro
continuo (el potencial de ionizacion del helio es de 24.6 eV, que sumados a la energia de
—79 eV del estado fundamental dan precisamente —54.4 eV).

199



14. Segunda cuantificacion

14. SGUNDA CUANTIFICACION

En este Capitulo presentaremos las técnicas para tratar sistemas cudnticos de muchas particulas
idénticas (Bosones o Fermiones). Cuando se estudian sistemas de muchas particulas idénticas
con interacciones arbitrarias es util emplear un formalismo especial, denominado segunda cuan-
tificacion, que fue desarrollado en 1927 por Paul A. M. Dirac para los Bosones y extendido a los
Fermiones por Eugene Wigner y Pascual Jordan en 1928. La importancia y utilidad de la se-
gunda cuantificacion estriba en que permite tomar en cuenta automdticamente en los calculos los
aspectos combinatorios que derivan de la estadistica apropiada al tipo de particulas del sistema.
Ademas facilita extender la Mecanica Cuantica no relativistica a sistemas en los cuales el
numero de particulas no es una constante del movimiento. Dicha extension es necesaria para
describir los fendmenos que se presentan en el dominio relativistico.

No es imprescindible usar ese formalismo (que de hecho no se suele tratar en los textos intro-
ductorios) para presentar las estadisticas cudnticas, pero los argumentos empleados para dedu-
cirlas son de todos modos equivalentes a los que se usan para introducir la segunda cuantifica-
cion, por lo tanto creemos que se justifica el esfuerzo necesario para aprender esta técnica.

Segunda cuantificacion de sistemas de Bosones

Trataremos primero los sistemas de Bosones. Como punto de partida supongamos conocer un
sistema completo de autofunciones ortonormales de una particula:

Estas autofunciones pueden corresponder, por ejemplo, a los estados estacionarios de la particula
en un campo de fuerzas externas V(§). Destacamos que dicho campo se puede elegir arbi-
trariamente, y no tiene porqué coincidir con el campo real al cual estan sometidas las particulas
del sistema bajo estudio. La variable § indica el conjunto de las variables espaciales ry de spin o
de una particula, y los subindices 1, 2, ... representan los numeros cuanticos que identifican la
autofuncion.

Consideremos ahora del punto de vista puramente formal un sistema de n Bosones que no inte-
ractian y que estan sometidos a V(&). Si el sistema esta en un estado estacionario, cada una de
las particulas que lo componen se encuentra en uno de los estados y1(§), ¥>(§),.... Sea n el
numero de particulas que estan en el estado v;; N, se denomina el numero de ocupacion o la po-
blacion de dicho estado y puede ser nulo (si n es finito, asi ocurre para infinitos i) o tomar cual-
quier valor entero positivo =< n. Claramente, la enunciacion de todos los nimeros de ocupacion
de los estados v; determina el estado del sistema, que queda especificado por

N, Ny, ... enteros no negativos tales que E n=n (14.2)

Los usaremos entonces para designar la funcion de onda del sistema, y escribiremos

W, = qfn;nl, N, ... (14.3)

Nos proponemos ahora construir un formalismo en el cual los nimeros de ocupacion jueguen el
rol de variables independientes, en vez de las variables habituales &, &5, ..., &, de las particulas.

200



14. Segunda cuantificacion

El espacio de numeros de ocupacion para Bosones

De acuerdo a lo ya visto ¥, p, ... se debe expresar como la suma simetrizada (ec. (13.17)) de
los productos de todas las y; cuyo numero de ocupacién no es nulo. Tendremos Ng =Nl pues
las 1p; son ortonormales. Por lo tanto

P = oo 3 P G 02(E2)- ()] (14.9
vn 5

donde la sumatoria abarca todas las nl permutaciones de los n argumentos &;,5,,...,&,. Para que
no haya confusion con los subindices de las 1 y de los numeros de ocupacion, tendremos cui-
dado con la notacion. Esto es engorroso, pero lo precisamos solamente para introducir el forma-
lismo, ya que una vez completada esa tarea quedara una notacidén simple, sintética y elegante.
Con los subindices 1, 2, ... , 7, ... designamos los infinitos estados (14.1) de una particula. Con
los subindices pl, p2,..., pn indicamos los numeros cuanticos del estado ocupado por cada una
de las particulas. Como en un dado estado puede haber mas de una particula, usamos los subin-
dices rL,r2,...,rq (1= q=n) para designar los g diferentes estados 1,9, ..., {q ocupados
por las particulas. Entonces en la lista de numeros de ocupacion que identifican a ¥, aparecen
ceros para todos los ny con i =rlr2,...,rg. Como el estado rj esta ocupado por ny; particulas,
Y, aparece Ny veces (con diferentes argumentos) en los productos v o1 (§)Y p2(&2)- -9 pn(En)
de la (14.4). Por lo tanto tendremos que

pl=p2=...=pnqy=rl

N+ =png+2)=...=p(ng+n,)=r2
p( rl ) p( rl ) p( rl r2) (14.5)
P(Meg + Mg+t Mgy + D) = P(Npg + N+ 4 Ny +2) =...= pn=rq

La (14.4) no es todavia una forma util de escribir ¥, , ... porque no figuran explicitamente en
ella los nimeros de ocupacién ny, n,,..., que queremos usar como variables independientes.
Ademas (salvo cuando todos los N, no nulos son iguales a la unidad) en la (14.4) hay muchos
términos iguales, que resultan de permutar entre si las variables asignadas a cada uno de los ¢
conjuntos (Y pg, ¥ p2s-- %W pn s (Wpen+1) ¥ p(n,+2) W p(ny+n,,))s -+ etc. de autofunciones
identicas. En vista de esto escribiremos Wy, p, . de forma que no figuren términos repetidos.
Para eso consideraremos todas las maneras distintas de repartir los argumentos &;,5,,...,5, en g
grupos de N, Ny, ..., Ny elementos cada uno (sin que importe el orden dentro de cada grupo),
para asignar esos grupos como argumentos de los conjuntos de Ny, Ny, ..., Nyq autofunciones
idénticas 1,9 ,...,4q de los g diferentes estados ocupados. Para saber cuantos términos dis-
tintos hay en la expresion de Wy, p,, .. calcularemos el numero de tales reparticiones.
Recordemos algunas nociones de combinatoria. Un conjunto de » objetos elegidos (sin que im-
porte en que orden) de un conjunto de n objetos (I < N) es una combinacion C(N;r) de n objetos
tomados de a r por vez. El nimero A[¢(n;r)] de combinaciones diferentes es'

" El primer objeto se puede elegir de » maneras diferentes, el segundo de n — 1 maneras, y asi siguiendo hasta llegar
al r-ésimo que se puede elegir de n — » + 1 maneras. Como no importa el orden en que se elijan, hay que dividir el
producto n(n — 1)...(n —r + 1) por r! y resulta la (14.6). M ((n,r)] es igual al coeficiente binomial, esto es, el

r.n—r

coeficiente de V" " en la expansion de (u + v)".
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(?) (14.6)

n!
N[c(mr)] = m

Después de realizar una cualquiera de las posibles C(n;r), nuestro conjunto inicial queda redu-
cido a n-r elementos. Si entre estos elementos elegimos ahora s (sin que importe en que orden)
tendremos N[C(n-r;S)] combinaciones (C(n-r;s) diferentes. Del conjunto residual de
n-r - s elementos podemos elegir ¢ elementos (siempre sin que importe en que orden) y ten-
dremos N[C(n-r - s;t)] combinaciones C(n-r — s;t) distintas. De esta forma podemos conti-
nuar hasta agotar el ultimo conjunto residual y habremos repartido los n elementos del conjunto
inicial entre Q conjuntos de r, s, ¢, ... elementos cada uno. Designaremos con ®(n;r,st,...) a
cada una de estas reparticiones’. Claramente, el nimero de reparticiones diferentes
N[®R(n;r,st,...)] esta dado por

NR(n;r,st,..)] = N[c(mr)]N[c(n=r;9)] NM[c(h-r -st)]... (14.7)

Por lo tanto, usando la (14.6) obtenemos’

n! n
r,st,..)] = = 14.8
NR(rSL...) ridtl... (r,st,...) ( )
Volviendo a Wy, .., laescribiremos entonces como
Nl Mol g\ Y2
V= (] SR EW )Vl (149)
) R

donde la suma abarca todas las diferentes reparticiones ®(N;Ny1,N;,...,Nyq) de los argumentos
§1,5,---,6n en g conjuntos de Ny, Ny, ..., Nyg elementos cada uno (sin que importe el orden),
para asignarlos a las N4, Ny, ..., Nyg autofunciones idénticas 1,9 ,...,4 q correspondientes a
los g estados ocupados. Por lo que acabamos de ver, el nimero de reparticiones diferentes, esto
es, el nimero de términos de la sumatoria en la (14.9) es

nl

N NN, No,..., N = 14.10
[R( r1 2 rq)] nrllnrzl---nrq! ( )

Por consiguiente ¥, p, .. esta correctamente normalizada, pues en virtud de la ortonormalidad
de las y;, al calcular (W n,,...%hn,n,,...) 10s Gmicos términos que dan una contribucién no
nula son los cuadrados de los modulos de los sumandos de la (14.9), y cada uno de ellos da una
contribucion igual a la unidad®. La (14.9) es la expresion que necesitamos: tiene la simetria
correcta, y en ella figuran explicitamente los nimeros de ocupacioén ng, no, ....

El conjunto de las funciones (14.9) para todos los (infinitos) posibles juegos de valores de los
nameros de ocupacion, con

2 También llamadas distribuciones.
3 El ntimero de reparticiones diferentes M R(n;r,s.2,...)] es igual al coeficiente multinomial, esto es, el coeficiente de
r.osot

u'V'w'... en la expansion de (u+v+w+...)".

* En efecto, es facil ver que los términos de la sumatoria (14.9) son ortogonales.
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N, Ny, ... enteros no negativos tales qu§ n=n (14.11)

cumple las relaciones de ortonormalidad

(lpn;nl,, n2,,...!lpn;n1, n2,...) = 5n1,,n1‘5n2,,n2 (14.12)
y es una base ortonormal completa en términos de la cual podemos representar cualquier estado

de n Bosones. El espacio generado por las funciones basicas Wy n, ... se llama espacio de nu-

meros de ocupacion de n particulas y se indica con &,.

Procediendo de esta manera podemos construir los espacios de nimeros de ocupacion para cual-

quier valor de n: 0, 1, 2, ...., etc., que corresponden a los estados de sistemas con 0 (el “vacio”),
1,2, ..., etc. particulas. El espacio & definido como
E=EDPEDED..DED... (14.13)

se llama espacio de niimeros de ocupacion. En este espacio los ng, n,, ... juegan el rol de varia-
bles independientes. Los diferentes &, son subespacios de & y claramente son ortogonales entre
si. Las variables ordinarias &;,&,,...,5,, del espacio de configuraciones no figuran explicitamente
en el formalismo basado en el espacio de nimeros de ocupacion, aunque naturalmente siguen
estando presentes como argumentos de las funciones basicas. Estas ultimas, por supuesto, estan
definidas en el espacio de configuraciones de las n particulas.

Elementos de matriz de operadores en el espacio de numeros de ocupacion

Veremos ahora de qué manera se expresan en el espacio &, los operadores que representan los
observables de un sistema de n particulas.

Consideremos un operador f@® que representa una variable dinamica f de una particula (por
ejemplo el impulso p). Su efecto sobre cualquier estado de la particula se puede calcular a partir
de sus elementos de matriz calculados con las autofunciones de nuestro sistema ortonormal
completo (14.1). Estos elementos de matriz son

FOk = (i (&), f DOy (8) = [wi @Dy (E)dE (14.14)

y por lo tanto son cantidades conocidas una vez que se ha fijado el sistema (14.1). Claramente,
los elementos diagonales f O representan los valores esperados de f(® en los estados ;(§) y
los elementos fuera de la diagonal f D (i = k) representan las transiciones de los estados vy, (§)
a los estados 1; (£) inducidas por el operador D,

Sea fél) al operador que representa f para la a-ésima particula, esto es, el operador que actiia
solamente sobre las variables &, (a=12,...,n). El correspondiente operador simétrico res-
pecto de todas las particulas del sistema (por ejemplo el impulso total P) se define como

FO - 3 10 (14.15)

a

El efecto de F® sobre cualquier estado del sistema de n particulas se puede calcular si se co-
noce su efecto sobre las funciones basicas Wy, p, ... Determinaremos por consiguiente los
elementos de matriz de F®, que se definen como
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F(l)n;nl’, ns,... - (q,

n;ng, Ny, ... nng,ny,...! F(l)qln;nl,nz,...) (14-16)
Cada uno de los sumandos de la (14.15) opera sobre las variables de una particula, luego tiene
efecto solamente sobre una de las funciones de los productos ¥y (5)y p2(82)-- ¥ pn(En) que
figuran en las ¥,,. Consideremos la contribucion al elemento de matriz (14.16) debida a uno
cualquiera de los f{V, que opera sobre las variables &,. Claramente los elementos diagonales de
f{ contribuyen solamente a los elementos diagonales
NN, No, oo
FO e = im0 F %y, ) (14.17)

nng, Ny, ...

que corresponden a que los numeros de ocupacion ny, n,, ... quedan inalterados. En cambio, los
elementos fuera de la diagonal de f{V, que corresponden a transiciones de la particula desde uno
de los estados q, 5, ... a otro, van a contribuir solamente a aquellos elementos de la matriz
(14.16) para los cuales el nimero de ocupacion del estado inicial de la particula disminuye en
una unidad y el nimero de ocupacion del estado final aumenta en una unidad.

Es evidente entonces que los unicos elementos de matriz (14.16) no nulos van a ser: (a) los ele-
mentos diagonales, y (b) aquellos elementos fuera de la diagonal tales que uno de los nimeros
de ocupacion aumenta en 1 y otro disminuye en 1. Al hacer las cuentas hay que tener presente
que las integrales (14.14) no dependen de como se designe la variable de integracion, y por lo

tanto (;(E,), T Dy (&,)) = f Dk para todo a.
El elemento diagonal (14.17) es el valor esperado de F( en el estado Phing,ny,...- Se obtiene

F@ - F(l)pé: 2;:-.-. - Sn £ () (14.18)
i

Los elementos no diagonales diferentes de cero son

FON3C = nin £ (14.19)

Aqui para aligerar la notacion hemos omitido escribir en la designacion del elemento de matriz
los nimeros de ocupacion que no cambian, ddndolos por sobreentendidos. La (14.19) es la ex-
presion del elemento de matriz de F® correspondiente a la transicion de una particula desde el
estado 1y al estado ;. Por lo tanto el nimero de ocupacion’ del estado Y disminuye en una
unidad pasando de n, a n -1, el del estado y; pasade n, -1 a n;, y los demas niimeros de
ocupacion no cambian.

Dada la importancia de estos resultados, mostraremos como se llega a ellos. El calculo es un
tanto engorroso pero simple. Para calcular FD vamos a escribir Phin ny,... o la forma

Neq!...Neg!

1/2
Vo= SO e R @) V) (1420)

n!

donde ® =R (N; nrl,...,nrq). Entonces

> De la forma que hemos escrito los numeros de ocupacién en la (14.19) se tiene que n =3 n; — 1.
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—=  Neglongg! (LI g W
O P S 90,3 00,0 - N S0, 3 (00, @420
n! 2 & = n! 3 =

La ultima igualdad de la (14.21) se cumple porque

(@ng D fPDg)=0 § R =R (14.22)
a

Por otra parte, es facil verificar que para toda ® (n;n1,..., nrq) resulta

q , .
(Png. D fPg) = Y f O = n fO) (14.23)
a j=1 i

Recordando que WV[R(N;Nq,Ny5,...,Nig)] estd dado por (14.10) se llega al resultado (14.18).
Calculemos ahora el elemento de matriz no diagonal (14.19). Al usar la expresion (14.9) para
escribir W, debemos recordar que uno de los estados ocupados 9 1,Y2,... g €8 Y
(digamos, por ejemplo, que rs=i), ademas ng=n,-1, N/ =n; y ni =n; para todo rj =1i,k,
luego en el coeficiente de normalizacion figura (N —1)!. Del mismo modo al escribir ¥ 1, ..
debemos poner rt =k (pues el estado 3, esta ocupado) y recordar que el nimero de ocupacion
del estado y; es n; — 1, luego en el coeficiente de normalizacion figura (n; —1)!. Por lo tanto

Neg!

. nnkz(% o1 [Py 1) (14.24)
’ v

me Neql..

:Lnk_

donde hemos escrito

D _1n, = Eﬁ[wpl(ﬁl)wpz(ez) Y pn(Enl

(14.25)
ni =15 E Ry pl(gl)w p2(§2)- Y pn (‘Sn)]
R

y usamos ' para recordar que debido al cambio de estado de una particula algunos de los ni-
meros cuanticos de los estados ocupados de Wy n, ... n-1,...,n,,... difieren de los que designan
los estados ocupados de Wiy n, . in,. ne-L...-

Calculemos un término cualquiera de la sumatoria de la (14.24), por ejemplo la contribucion de
£, esto es (Pn, n-10 71 7Ppy _1 n, )- Puesto que £ actia sobre las variables &, debemos tener
Yo (&) =vi(&) ¥y ¥ (&) = wi(E). Asimismo, debido a la ortogonalidad de las v, las uni-
cas reparticiones ® y ®' de los argumentos de las otras ¢ (] =i,k) de @ _1 n ¥y Py -1 que
dan contribuciones no nulas son aquellas para las cuales y p2=Vp2 Vp3=Wpz - »
Ypn =Ypn- Estas reparticiones consisten en distribuir los n- 1 argumentos restantes
(5,8&3,...,&,) entre n; —1 estados y;, N —1 estados ¥, y los demas estados cuyos niameros de
ocupacion no han cambiado. El nimero de reparticiones diferentes que contribuyen es entonces

(n-1)!
Nl =DL.(ne =Dl..,n,
nn(n-21)!

Nl ng!

NRM=-Lnq,....m =L...,m =1,...,ng)] =

(14.26)
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14. Segunda cuantificacion

Cada una de ellas aporta el elemento de matriz f Dk. Idéntico resultado se obtiene al calcular la
contribucion de fz(l), fg(l), ..., etc. (pues el valor de f Dk no depende de como se designe la va-
riable de integracion en la (14.14)). Puesto que hay n de estas contribuciones, obtenemos que

n.n, n! i
E ((I)ni , N =11 fél)cpni -1, nk) = % f D (14.27)
a nrl....,nrq.

Sustituyendo (14.27) en (14.24) obtenemos finalmente la (14.19).

Los resultados (14.18) y (14.19) nos muestran que los elementos de matriz de cualquier operador
de una particula del tipo FO entre los estados base de un sistema de » particulas estan determi-
nados por los nimeros de ocupacion Iy, Ny, ... y por los elementos de matriz (14.14) entre esta-
dos de una particula, que son cantidades conocidas. Las expresiones (14.18) y (14.19) permiten
entonces calcular el efecto de F( sobre cualquier estado Y, de n particulas, pues en virtud de
la completitud del sistema de estados base es siempre posible expresar ¥,, como un combinacion
lineal de las W, ... -

La expresion del valor esperado de F® tiene una interpretacion sencilla: cada particula contri-
buye a F® con el valor esperado de @ correspondiente al estado en que se encuentra. Puesto
que para cada i hay n; particulas en el estado 1;, se obtiene la (14.18).

En cuanto al elemento de matriz no diagonal (14.19), que corresponde a la transicion v — y;
de una particula, vemos que depende solamente de los nimeros de ocupacion n, y n; de los es-
tados involucrados, y es independiente de los demas nimeros de ocupacion y del ntimero total
de particulas n del sistema. Es, ademas, proporcional al elemento de matriz de una particula
f D correspondiente a esa transicion.

La probabilidad R._,; que el operador F( induzca la transicién v, — 1, es igual al cuadrado
del modulo del correspondiente elemento de matriz. Como f® es Hermitiano tenemos entonces

.2 .
Reeei = i Ok = rym £ O£ @ (14.28)

Recordemos que Ny es el nimero de particulas que ocupaban el estado . antes que se produ-
jera la transicién y que ny es el nimero de particulas que ocupan el estado y; después que tuvo
lugar. Por lo tanto, la (14.28) nos dice que la probabilidad que se produzca una transiciéon de una
particula del sistema a partir de un estado | es proporcional al nimero de particulas que ocu-
pan dicho estado, lo cual es légico. También es logico que F,_,; no dependa de la poblacion de
los estados que no estan involucrados en la transicion. Pero ademas B _.; es proporcional a n,
(que es la cantidad de particulas que quedan en el estado de llegada ; de resultas de la transi-
cion: una mas de las que habia antes). Este resultado (cuyo origen puede parecer misterioso)
muestra que cuanto mayor es la poblacion de un estado, tanto mds probable es una transicion
que agregue una particula mds. La tendencia de las particulas a acumularse® es caracteristica de
los Bosones. El origen de esta tendencia se aclara si se considera la probabilidad P_,, de la tran-
sicion inversa y; — .. Evidentemente

2 .
Py = nink‘f(l)ik‘ = nn FOFOF =R, (14.29)

% Se entiende que se trata de una acumulacion, o condensacion, en el espacio de niimeros de ocupacion. El lector no

se debe confundir y pensar que es una condensacion en el espacio fisico ordinario.
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14. Segunda cuantificacion

de modo que

Pk =R (14.30)

Este ultimo resultado se conoce como la condicion de balance detallado, y se puede demostrar
que debe valer si la dinamica del sistema es invariante frente a la reversion temporal. Compa-
rando (14.28) y (14.29) debe resultar claro entonces que si la probabilidad que se produzca una
transicion es proporcional al nimero de particulas que ocupan el estado de partida, necesaria-
mente debe ser también proporcional al nimero de particulas que quedan en el estado de llegada.
Si asi no fuera, no se podria cumplir la condicion de balance detallado.

Operadores de aniquilacion y de creacion de Bosones

Para continuar nuestro desarrollo de un formalismo cuyas variables independientes son los ni-
meros de ocupacion, es preciso encontrar la forma de representar las variables dinamicas del
sistema por medio de operadores que actiien sobre los nimeros de ocupacién (y no sobre funcio-
nes de las variables &; del espacio de configuraciones). Para eso vamos a introducir los operado-
res fundamentales & de la segunda cuantificacion, que operan directamente sobre las variables
M, Ny, ... (usamos ~ para indicar que el operador actua sobre los nimeros de ocupacion, y dis-
tinguirlo de los operadores que actiian sobre las variables del espacio de configuraciones). Los
definiremos especificando su efecto sobre las funciones basicas ¥, p,, ... del espacio de name-
ros de ocupacion & del modo siguiente

éiqln;nl, Noyeeey Ny = \FI lpn—];nl, No,...,ni=1,... (14.31)

Es decir: el efecto de & es reducir en una unidad el namero de ocupacion del estado i y multipli-
car la nueva funcion por w/ n, . Por este motivo & se denomina operador de aniquilacién (de una
particula en el estado 7). Notar que & reduce en una unidad el namero total de particulas, de
modo que transforma funciones del subespacio &, en funciones del subespacio &,_;. Podemos
representar & por medio de una matriz, cuyos inicos elementos no nulos son

~

A i—l fin
aizi =(an-l;nl,...,ni—L...'aiq/n;nl,...,ni,...)=\/’ni (14.32)

De acuerdo con la definicion (7.92) el operador é,-T adjunto de & cumple

(éiTq]n—l;nl,...,ni —1,...’q]n;n1,...,ni,...) = (lpn—];nl,...,ni —1,...’éiq/n;nl,...,ni,...) (14-33)

Tomando el complejo conjugado de esta expresion encontramos que

(qln;nl,...,ni,...’éiqun—l;nl,...,ni —L...) = (éiq/n;nl,...,ni,...’q]n—l;nl,...,ni —L...) = \ﬁ (14-34)

Por lo tanto se tiene que los inicos elementos de matriz no nulos de &' son

~+N; ~ -
aiJrni 1= (qln;nl,...,ni,...'aiTWn—l;nl,...,ni —1,...) = 'Jni (14.35)

de modo que
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14. Segunda cuantificacion
é'1'T1Pn—];nl,...,ni -1..% \/ﬁl q/n;nl,... e (14.36)

que con el cambio n; — n, — 1 podemos escribir de la forma

atw,

Ny, ..., N, = i +1 Poiting,...,n+1,... (14.37)

Luego el efecto de é,-T es aumentar en una unidad la poblacidn del estado i y multiplicar la nueva
funcion por w"/ni +1. Por lo tanto é,-T transforma funciones de &, en funciones de &,,;. Por este
motivo é,-T se denomina operador de creacion (de una particula en el estado 7).

Consideremos ahora el efecto del operador i = &'4 sobre Yong,ny,...- De (14.31) y (14.36) ob-
tenemos de inmediato

é'1'Jr‘€‘ilpn;nl,n2,...,ni,... =0 ljpn;nl,nz,...,ni,... (14.38)

Por lo tanto f; esta representado por una matriz diagonal cuyos elementos son n;. Podemos en-
tonces decir que F es el operador nimero de particulas en el estado i. Claramente, Phing, ny, ..
es autofuncion de f; y el correspondiente autovalor es 1;. Asimismo, el operador

IEDNIED) a'a (14.39)
| |

es el operador numero total de particulas, y Wy, n,, ... €s autofuncién de N con autovalor 7.
Estos resultados pueden parecer triviales pero son de utilidad cuando se consideran estados mas
generales del espacio de numeros de ocupacion (por ejemplo superposiciones de diferentes esta-
dos basicos) en los cuales los nimeros de ocupacion de los estados y1(5), Y2(5), ... y el nimero
total de particulas no estan bien definidos.

De manera semejante a como obtuvimos la (14.38), a partir de la (14.37) y de la ecuacién (que
no escribimos) obtenida de la (14.31) mediante la sustitucion n; — ny — 1, es facil verificar que

é'1":5\‘i1-lpn;nl,n2,...,ni,... =(n +1) Pon,ny,ee i, (14.40)

Restando la (14.38) de la (14.40) obtenemos la relacion de conmutacion entre & y é,-T:
[4.811-44 -84 -1 (14.41)

En cuanto a los operadores de creacion y de aniquilacién que operan sobre numeros de ocupa-
cion diferentes, es obvio que conmutan, de modo que podemos escribir que para todo i, j

[4.471=0; . [4.4]=[4"a1=0 (14.42)

Dados los operadores é,-T podemos generar todas las funciones basicas de &. En efecto, a partir
,,... (Gmico estado de &) podemos obtener las funciones basicas
de una particula (es decir &) como é,-T'I’O (i=12,...), luego las funciones basicas de & como
éléihlfo (I,k=212,...) y asi sucesivamente. Las relaciones de conmutacion (14.42) garantizan

del estado de vacio ¥, = q’o;ol, 0

que las funciones basicas de & tienen la simetria correcta para los Bosones.
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14. Segunda cuantificacion

Las relaciones de conmutacion (14.42) son fundamentales. Nosotros las obtuvimos a partir de la
definicion (14.31) de los operadores de aniquilacion. Pero se podria haber procedido a la inversa,
esto es, tomar las (14.42) como punto de partida y postular que é1Té1 es el operador numero de
particulas del estado i. De esa forma se pueden deducir las (14.31) y (14.37). Es interesante
comparar el presente tratamiento con el método que usamos en el Capitulo 9 para tratar el osci-
lador armonico simple. Se puede observar que los operadores & y é,-T juegan el mismo rol que
los operadores de bajada y subida a y a" que definimos entonces.

Operadores en el espacio de numeros de ocupacion

Los operadores de creacion y de aniquilacion permiten expresar cualquier variable dindmica de
un sistema de muchas particulas por medio de un operador que actua sobre los nimeros de ocu-
pacion. En efecto, consideremos el operador de una particula

FO - 3 10 (14.43)
a

que ya estudiamos previamente. Es inmediato verificar, usando las propiedades (14.32) y (14.35)
delos & y é,-T que el operador

FO = 3 £ 414, (14.44)
i,k

coincide con F® En efecto, todos los elementos de matriz de F@entre los estados base de &
coinciden con los elementos de matriz (14.18) y (14.19) de F®.

La (14.44) es un resultado fundamental de la segunda cuantificacion, porque en la (14.44) los
f Dk son simplemente cantidades (nimeros con dimensiones) conocidas. Por lo tanto hemos
logrado expresar un operador ordinario (por ahora limitado a la forma (14.43)) que actia sobre
funciones de las coordenadas bajo la forma de un operador que actia sobre las nuevas variables
del espacio de numeros de ocupacion &.

Se pude notar que la expresion (14.44) se parece a la expresion

f=3faa (14.45)
ik

del valor medio de una variable dindmica f'en un dado estado, escrito en términos de los coefi-
cientes g del desarrollo de la funcion de onda como superposicion de estados estacionarios. De
alli proviene el nombre “segunda cuantificacion”.

Es facil generalizar el resultado (14.44) a operadores de la forma

F@ - 3£ (14.46)

a>b

donde fég) indica el operador que representa una magnitud que depende de un par de particulas
(por ejemplo, la energia potencial de interaccion entre dos particulas cargadas) y que por lo tanto
actua sobre funciones de &, y &,. Por medio de célculos analogos a los que hicimos antes se en-
cuentra que F@ (que expresa F(2) en el espacio de niimeros de ocupacion) estd dado por
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F@ -1 3 @5 afafaa, (14.47)
i,k,I,m
donde los elementos de matriz
F @ = [ @) TPy (G m(E2)dEdE (14.48)

son cantidades conocidas.

En efecto, las matrices de F@ y F@ coinciden. Las formulas (14.44) y (14.47) se pueden gene-
ralizar para operadores F(" que involucran cualquier nimero 7 de particulas, y que son simétri-
cos respecto de las n particulas.

De esta forma podemos expresar en funcion de los operadores & y é,-T el Hamiltoniano H del
sistema de n particulas en interaccion. El operador H es, evidentemente, simétrico respecto de
todas las particulas y en la aproximacion no relativistica no depende de los spines de las parti-
culas. Por lo tanto lo podemos escribir en general en la forma

H= Ehgl) + Evg%) + Evg%)c +... (14.49)
a

a>b a>b>c

Aqui hgl) es la parte de H que depende de las coordenadas de la a-ésima particula y tiene la
forma

hZ
O =~ v, () (14.50)

donde vD(r,) es la energia potencial de la particula en el campo externo. Los otros términos de
la (14.49) corresponden a las interacciones entre las particulas, y hemos separado por comodidad
los términos que dependen de las coordenadas de dos, tres, ... etc. particulas.

Podemos entonces usar la formulas (14.34), (14.47), y otras analogas para escribir H:

H=ShOk g +1 SV a'alaan +... (14.51)
i,k

i,k,I,m

que escrito de esta forma es un operador que actia sobre las funciones de los nimeros de ocupa-
cion. En el caso de particulas que no interactian el tnico término de la (14.51) que subsiste es el
primero, de modo que

H = S h0k 814, (14.52)
i,k

Si las 91(5), y¥2(8), ... son las autofunciones del Hamiltoniano de una particula, de modo que
hMy, = gy, la matriz H} es diagonal y se tiene

H-Yeq4'a=-ei (14.53)
| |

de donde reemplazando los operadores i, por sus autovalores Iy obtenemos los niveles de ener-
gia del sistema como
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En;nl,nz,... = Eq N (14.54)
i

como era de esperar.

El espectro continuo v los operadores del campo de Bosones

Hasta aqui hemos supuesto que el sistema completo (14.1) corresponde a un operador con un
espectro discreto de autovalores. Es importante extender el formalismo a los sistemas completos
de autoestados de una particula pertenecientes al espectro continuo de un observable. El ejemplo
mas comun de una base continua es, naturalmente, el de las autofunciones del operador &, defi-
nidas por Sy e = E'y gy que estan normalizadas como

W) = (& = E") =8(r =1")0 g0 (14.55)

Aqui con &' indicamos los autovalores continuos I’ del operador posicion r, que junto con los
autovalores discretos o’ de una cualquiera de las componentes del spin de la particula, identifi-
can las autofunciones bésicas. Para evitar confusiones conviene aclarar nuestra notacion pese a
que su significado es obvio. Por un lado § indica el operador que representa los observables ry
o de la particula. Por otro lado, cuando escribimos (&), § es la variable que representa las co-
ordenadas y el spin en el espacio de configuracion de la particula. Con &', &",&", ... indicamos
los autovalores de &. Por lo tanto al escribir y & (&) estamos designando un particular estado de
la particula: aquél en el cual los observables r y o tienen valores bien definidos r' y o’. Al con-
siderar todos los estados de nuestra base ortonormal £ &' (es decir 1’ y o') toma todos los
valores posibles, pero no debemos confundir los autovalores que identifican cada uno de los es-
tados basicos con la variable &.

El formalismo que desarrollamos hasta aqui se adapta facilmente al espectro continuo, pero en
este caso no es practico usar los nimeros de ocupacion para designar los estados de un sistema
de varias particulas, a menos que dividamos artificialmente el espacio (x, y, z) en un nimero in-
finito de celdas, pequeias pero no infinitesimales (con lo cual, de hecho, volveriamos al espectro
discreto). Vamos a ver que la segunda cuantificacion se puede aplicar a una base continua intro-
duciendo los operadores del campo 1, definidos por

DE=Jvi®& . PO =3 (©OF (14.56)

Para cada particular valor & = &' de la variable &, las (14.56) definen un par de operadores 1) (£')
y P T(€). El conjunto de los mismos, para todos los posibles valores de & forma un infinito
continuo que designamos con (&) y ¥ T(E) (aqui la variable & se considera un parametro, ya
que no actua sobre los nimeros de ocupacion). En virtud de la ortonormalidad de la base
Y1(E), ¥, (&),... es facil ver que & y é,-T se expresan en términos de los (&) y 9 T(&') como

& = [wi EW(E)dE , & =[wi(E)WT(E)dE (14.57)

Claramente, en virtud de las propiedades de & y é,-T, los operadores 1 (&) y 1 T(€) disminuyen y
aumentan en una unidad, respectivamente, el nimero total de particulas del sistema.
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Es facil ver que 9 T(€') crea una particula en el punto &'. Efectivamente, é,-T crea una particula
cuya funcion de onda es v, (£). Luego v T(€') crea una particula cuya funcién de onda es

Dvi (E)yi§) =06 -8 (14.58)

donde 6(§' -&)=96(r'-r)dé(o’ —0), y para escribir el resultado hemos usado la relacion de
clausura (7.75). Por lo tanto, 1 T(&') crea una particula cuya posicioén es r’ y cuyo spin es o'.
Vemos entonces que los operadores del campo 1 (&) y 9 (&) equivalen al conjunto de todos los
operadores & y é,-T (1=212,3,...) ya que dando a & diferentes valores &' se puede aniquilar o
crear una particula en cualquier punto del espacio y con cualquier valor del spin.

Las reglas de conmutacion de 9 y 1T se obtienen de inmediato a partir de las reglas de con-
mutacion de & y & . Es evidente que

[(E)PEN=0 , [HTE)PTE=0 (14.59)
Por otra parte

DEWE) -9 (€D ED-ID Swi Wi ) Ga -Ba) D wiE)y] (€)  (14.60)
ik i

de donde resulta
[ (E) DT (EN=0(E"-&) (14.61)
La expresion (14.44) del operador F®se escribe en términos de los nuevos operadores como

FO = [ 7(8) 104 () de (14.62)

donde se entiende que f(® actia sobre las funciones v; (&) del operador 1(E). En efecto, susti-
tuyendo las (14.56) en (14.62) resulta

FO = 3 (97 (@) Oy, (2)dzala, =Y f0kala, (14.63)
i,k i,k

que coincide con la (14.44). En particular si f® es una funcion g(&), de la (14.62) obtenemos

G = [g(E)p (5 (£)ds (14.64)

Por lo tanto 9 T(E)y (§)dE es el operador nimero de particulas en el intervalo (&,& + d&).
Del mismo modo que obtuvimos la (14.62) se encuentra que

FO =1 3 1O 41afaa, = 1[[9T@0 () PR E (G dsds  (14.65)

i,kI,m

Usando la (14.62), la (14.66), la expresion (14.50) de h{Y e integrando por partes (sobre las co-
ordenadas) al término que contiene los Laplacianos, podemos expresar al Hamiltoniano (14.49)
en términos de los nuevos operadores:
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H=Sh0kafa +3 SvOina'afaa, +..
i,k

i,k,I,m

- [{mvit@vi@ W@ @ie) d (14.66)

+3[[0T 9T EVAEE W (EW(E)dsdE

El resultado (14.66) se torna mas intuitivo gracias al siguiente argumento. Sea un sistema de
particulas, todas descriptas en un dado instante ¢ por una misma funcion de onda (&), que su-
ponemos normalizada de acuerdo con

[ly Pdg =n (14.67)

Si en la (14.66) reemplazamos los operadores 9/(£) y 1 T(€) por las funciones y (&) y y” (§),
respectivamente, la expresion que resulta es el valor medio de la energia del sistema cuando las
n particulas estan en el estado y(§). A partir de esto obtenemos una regla para deducir la forma
del Hamiltoniano en el formalismo de la segunda cuantificacion: se escribe la expresion del va-
lor medio de la energia, expresandolo por medio de la funcion de onda de una particula (&),
normalizada en la forma (14.65); luego se reemplazan (&) por el operador (&) y vy (€) por
P 1(&), teniendo cuidado de escribir los operadores en el orden llamado normal, esto es con
P 1(&) alaizquierda de 9 ().

Si el sistema esta constituido por varias clases de Bosones, hay que introducir en el formalismo
de segunda cuantificacion los operadores &, a' o bien v, 9T para cada clase de particulas. Es
evidente que los operadores correspondientes a particulas de diferente clase conmutan entre si.

Segunda cuantificacion de sistemas de Fermiones

Todas las ideas basicas del método de segunda cuantificacion se mantienen para los sistemas
constituidos por Fermiones idénticos. En lo que hace a las expresiones concretas de los operado-
res que representan las magnitudes fisicas, y los operadores de aniquilacion y de creacion, hay
cambios, naturalmente.

El espacio de numeros de ocupacion para Fermiones

La funcién de onda Wy, 1, . deun sistema de n Fermiones tiene la forma

er(é&al) er(gz) ’:Url(gj) er(‘;:n)
Yra(&) ¥r2(82) - wia(E) - yra(n)

(14.68)

lpn;nl, ny,...

-U’ri(gl) Wri(gz) Wri(gj) l/’ri(&n)

=2

V(&) ¥m(&) - U’rn(gj) o Pin(&n)

donde hemos empleado la notacién ¥ ,1,92,..,¥;i,.--, Y para subrayar que los estados ocu-
pados son todos diferentes. Dada la antisimetria de ¥, ... es importante establecer una con-
vencion para determinar su signo (esta cuestion no se plantea en el caso de Bosones, pues debido
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14. Segunda cuantificacion

a la simetria de W, el signo, una vez elegido, se mantiene para cualquier permutacion de las §;).
Para ello vamos a convenir en numerar consecutivamente de una vez y para siempre todos los
estados 1; de una particula. En base a tal numeracion, llenaremos las lineas del determinante
(14.68) en orden de i creciente, esto es:

rl<r2<r3<...<rn (14.69)
y la columnas las llenaremos con funciones de diferentes variables, en el orden &, &5, ..., &,.
No puede haber dos nimeros iguales entre rl, r2, ..., rn, pues el determinante seria nulo. En

otras palabras, los nimeros de ocupacion n, pueden valer solamente 0 6 1.

Elementos de matriz de operadores en el espacio de numeros de ocupacion

Consideremos un operador de la forma (14.15), esto es

FO - 3 10 (14.70)
a

donde f{) es el operador de una particula correspondiente a la particula a, esto es, que opera
sobre las variables &,. Por las mismas razones que invocamos antes, los unicos elementos de
matriz no nulos de F® son: (a) los elementos diagonales, que corresponden a que los nimeros
de ocupacion n, no cambian, (b) aquellos elementos fuera de la diagonal tales que uno de los
numeros de ocupacion () pasa de 0; a 1, y otro (ny) disminuye de 1, a O, (ponemos los sub-
indices para que quede claro a qué estado se refiere cada numero de ocupacion).

Para los elementos diagonales es facil ver (no haremos los calculos) que se obtiene un resultado
analogo al que obtuvimos antes para los Bosones, esto es

FO-Sn £ (14.71)
i

La tnica diferencia de la (14.71) respecto de la (14.18) es que los nimeros de ocupacion ny de
los Fermiones pueden tomar solamente los valores 0 y 1.
Consideremos ahora el elemento de matriz no diagonal

1,0
F(l)O, ,1E = (Wn;nl,...,L,...,Ok,..J F(l)qln;nl,...,oi,...,1k,...)

=E(q’n;nl,...,1i,...,0k,...!fél)lyn;nl,...,Oi,...,lk,...) (14'72)
Enla (14.70) Wy o 1,...,0,,... tiene la forma
er(gl) er(gz) er(ga) er(gn)
%2(51) 1/%2(52) Q:Urz(ga) Wrz(gn)
780 = 14.73
ke O ST pE)  wi(&) o i) e wE) |

wrn(gl) l.Urn(‘EZ) wrn(ga) l/’rn(&n)
Por supuesto no existe en (14.73) una fila ¢, dado que n, = 0.
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14. Segunda cuantificacion

Del mismo modo ¥y, . o,...,1,,... estd dado por

er(gl) er(gz) er(ga) er(gn)

%2(51) 1/%2(52) Q:Urz(ga) Wrz(gn)
1

R o B (14.74)
nremtetes g (&) ve(&) - wk(ED) - wk(En)

wrn(gl) l.Urn(‘EZ) wrn(ga) l/’rn(&n)
y logicamente no existe en (14.74) una fila ;.

Al desarrollar estos determinantes conviene hacerlo por las filas i y &, respectivamente. Para ello
es importante tener presente los signos de los adjuntos’ (o complementos algebraicos) de los
elementos de dichas filas. Sea A(i,a) el adjunto del elemento y;(&,) del determinante (14.73),
y B(k,a) el adjunto del elemento 1y, (5,) del determinante (14.74). Es facil ver que los determi-
nantes que resultan de suprimir la fila i en (14.73) y la fila k en (14.74), y la columna a en ambos
son idénticos. Pero los adjuntos A(i,a) y B(k,a) corresponden a elementos que pertenecen a fi-
las diferentes de (14.73) y (14.74). Sea T; el nimero de orden de la fila y; en (14.73); clara-

mente T; es igual al numero de estados yj ocupados de la sucesion y1,y5,... con Ij <i y por
lo tanto

T=3n (14.75)

Luego el signo de A(i,a) estd dado por (-1)Ti*+2 y del mismo modo el signo de B(k,a) esta dado
por (-1)™*2_ Esto trae una diferencia de signo entre dichos adjuntos dada por (-1)™~Ti, donde
Ty — T, es igual al nimero de estados ocupados de la sucesion y1,y5,... comprendidos entre ;
y Y- En definitiva

B(k,a) = (-1)«~Ti Ai,a) = (-1) «*Ti A(i,a) (14.76)

pues es evidente que los signos que se pongan delante de T, y T, en (14.74) son irrelevantes.
Calculemos un término de la suma (14.72), por ejemplo el que corresponde a f{V. Claramente,
las tinicas contribuciones no nulas provienen de los términos

SVEIALE) Y (B - (DR Ty (EAGE)  (1477)

de los desarrollos de Wy 1.0, Y de ¥y o, 1,.. respectivamente. La contribu-
cion buscada es entonces

T +T _N\Tk+Ti .
(0, 100,30 = 2 (i (EAG) 100 )AL ) = EA 10k a7

nl

7 Sea D un determinante, y d(f,c) el determinante que se obtiene suprimiendo la fila /'y la columna ¢ de D. Entonces
a(f,c) = (71)/'“’ d(fc) es el adjunto del elemento (f,c) de D.
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14. Segunda cuantificacion

Para obtener este resultado, tenemos que recordar que el desarrollo de A(i,a) consta de (n-1)!
productos de las v, (&), todos ortonormales. Puesto que en el elemento de matriz (14.71) hay n
contribuciones iguales a la (14.77) obtenemos finalmente

FOG S = (- T £ @) (14.79)

Operadores de aniquilacion v de creacion de Fermiones

Para que el operador de una particula F se pueda escribir en la forma (14.44), es preciso defi-
nir los operadores de aniquilacion y de creacion de Fermiones de manera que se respete el signo
de la (14.79). Por lo tanto se debe tomar en cuenta qué lugar ocupa el estado de la particula que
se estd aniquilando y cual ocuparé el de la particula que se estd creando dentro de las listas
rl<r2<r3<...<rn de los estados ocupados del sistema, antes y después de la transicion. Esto
se logra con las siguientes definiciones:

A T /A
aiqfn;nl,nz,...,ni,... = (_1) '\s“ni Wn—];nl,nz,...,ni -1,...

é‘1‘Jﬁpn;n1,... iy = (—]-)Ti \/ﬁ q’n+1;n1,... R (14.80)
Las (14.80) se pueden escribir mas simplemente como
?E‘iT'I’n;rh,nz,...,L,... = (—i)T‘ Y-t ng, ..., 0. (14.81)
&%un,...0,.. =D Wi 1
los tnicos elementos no nulos de la matriz que representa & son, evidentemente,
éizi = Ph-tng, 0 &%n, 1, )= (=D (14.82)

Recordando la definicién (7.92) del adjunto de un operador es inmediato verificar que el opera-
dor de creacion é,-T definido por la (14.81) es, efectivamente, el adjunto de &, y que sus ele-
mentos de matriz no nulos son

At A .
&' = Phny,. 1.0 & Winy, . 0,.) = (D)7 (14.83)

Consideremos ahora los elementos de matriz del operador

FO = 3 £ 414, (14.84)
ik

entre los estados base del espacio de nimeros de ocupacion. Claramente, los Unicos elementos
no nulos son

'E(l)(l)ii',gt =(Png, g, Ops FO Wn 0.1, = (DTt W (14.85)

y por lo tanto FO coincide con F®.
Consideremos ahora el efecto del operador n = é1Té1 sobre W,y n,,... Usando las definiciones
(14.81) obtenemos de inmediato
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v si n=1
~ _ata g, i
nilpn;nl,nz,...,ni,... _ai allpn;nl,nz,...,ni,... _{ O S| n| — O (1486)
es decir
rA‘ilipn;nl,nz,...,ni,... = é‘iTé‘ian;nl,nz,...,ni,... = r]illyn;nl,nz,._.,ni,__, (14.87)
Por lo tanto 1 es el operador niimero de particulas en el estado i. Asimismo, el operador
i=3h=Y4'5 (14.88)
i i
es el operador numero total de particulas, igual que para los Bosones.
Veamos el efecto del operador 5151T sobre Wiy n,,.... Claramente:
5 Ty 0 s on-l (14.89)
alal M, Noyees, Ny e _{lpn;nl,nz’_“’li’_“ S nl =O .
Luego podemos escribir simplemente
é'1":5\‘i1hlpn;nl,n2,...,ni,... =(1- N )lpn;nl,nz,...,ni,... (14.90)

Ademas, de la (14.87) y la (14.90) resulta la siguiente relacion entre los operadores de aniquila-
cion y de creacion del mismo estado de una particula:

aal +a13 =1 (14.91)

Consideremos ahora el efecto del operador é1Ték (i =K) sobre Wy ) ... Usando las definicio-
nes (14.81) obtenemos de inmediato

éiTékan;nl,nz,,...,Oi I (_]-)TkJrTi an-l;nl,nz,...,li,...,Ok,... s i<k (14 92)

éiJrék'IIn;nl,nz,,...,lk...,Oi,... = _(_:I-)TkJrTi qln—l;nl,nz,...,Ok,...,li,... s i>k .
Notar el signo — que aparece para i > K, que se debe a que al haber aniquilado la particula que
ocupaba el estado 1, la cantidad de estados ocupados con rj <i ha disminuido en una unidad.
Por ultimo calculemos el efecto del operador éké1T (i = Kk, es el mismo producto que antes, pero
en el orden inverso) sobre ¥, 1, . . Encontramos que

é-kéihpn;nl,nz,,...,oi I _(_1)Tk+Ti n-Ln,no, ... 3,0, 0, ... s (14 93)
é‘kéiTlIIn;nl,nz,,...,lk...,Oi,... =(_1)Tk+-|—i lIIn—l;nl,nz,...,ok,...,li,... S I >k
Resulta por consiguiente que
4a'+8'a,=0 , i=k (14.94)

Las dos igualdades (14.91) y (14.94) se pueden resumir en una sola escribiendo para todo i, &:
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14. Segunda cuantificacion
a8 +8/a = oy (14.95)

Efectuando célculos andlogos es sencillo verificar también que para todo i, k£ se cumple que
848 +88=0 , Z&'+44=0 (14.96)

Las (14.95) y (14.96) se suelen llamar relaciones de anticonmutacion, para distinguirlas de las
relaciones de conmutacion (14.42) que se cumplen para los Bosones. Vemos, por consiguiente,
que los operadores de aniquilacion y creacion de Fermiones son anticonmutativos, a diferencia
de los operadores de aniquilacion y creacion de Bosones, que son conmutativos.

Es importante destacar otra diferencia entre los operadores de aniquilacion y creacion de Boso-
nes y de Fermiones. Los operadores &, & de Bosones son completamente independientes: cada
uno de ellos opera sobre una sola variable n; y el resultado de su accion no depende de los valo-
res de los demas numeros de ocupacion. Para los Fermiones, en cambio, el efecto del operador
& no depende solamente del nimero de ocupacion Ny, sino que también depende de los nimeros
de ocupacion de todos los estados ¢; precedentes (| <i), como resulta de la definicion (14.81).
Por este motivo, la accion de operadores &, & distintos no se puede considerar independiente.

Operadores en el espacio de numeros de ocupacion y operadores del campo de Fermiones

Habiendo definido las propiedades de los operadores de aniquilacion y creacion de Fermiones en
la forma precedente, todas las formulas desde la (14.43) hasta la (14.54) que obtuvimos para los
Bosones subsisten integramente para los Fermiones. Los operadores del campo de Fermiones se
definen (del mismo modo que para los Bosones) como

DE=Jvi®& . PO =3Tui (©OF (14.97)

donde las variables & se consideran como parametros. Del mismo modo que antes, se ve que
Y T(E) crea una particula en el punto &'.

Las reglas de anticonmutacion de ¢ y 1T se obtienen de inmediato a partir de las reglas de an-
ticonmutacion de & y é,-T. Es evidente que

PEWE)+PEWE)=0 , PTEWTE)+PTEWTE)=0  (14.98)
Por otra parte
PEWTE) +PTEW(E) =0(E"-E) (14.99)

Las expresiones de los operadores de las magnitudes fisicas de un sistema de Fermiones se ex-
presan entonces en términos de 1) y T por medio de las ecuaciones (14.62) a (14.66), que no
reproducimos aqui.

Si el sistema esta constituido por diferentes especies de Fermiones y Bosones, hay que introducir
para cada especie los correspondientes operadores de segunda cuantificacion (& y é,-T o bien 1
y ¥ 1). Los operadores de Fermiones conmutan con los operadores de Bosones. En cuanto a los
operadores de Fermiones de distinta especie, dentro de los limites de la presente teoria no relati-
vistica, es licito suponer que conmuten, y también que anticonmuten. En ambos casos, la aplica-
cion de la segunda cuantificacion lleva a los mismos resultados.
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14. Segunda cuantificacion

Sin embargo, puesto que eventualmente la teoria se va a extender al caso relativistico, en el cual
se admiten las transmutaciones de particulas de una especie en otra, conviene postular que los
operadores de segunda cuantificacion de Fermiones de distinta especie anticonmutan. La con-
veniencia de proceder asi resulta evidente si se tiene presente que a veces dos especies distintas
se consideran como dos estados internos distintos de una unica especie (como ocurre con el
proton y el neutron, que se consideran como distintos estados de una sola especie, el nucleén).
Con estos resultados el lector puede por fin apreciar la elegancia y sencillez de la segunda cuan-
tificacion. Todo lo que hace falta para implementar el formalismo es conocer un sistema com-
pleto cualquiera 11(8),15(8),... de autoestados de una particula y los elementos de matriz
f Dk, f(Z)Iﬁq, ..., etc. de los operadores de interés. A partir de esos datos y mediante los opera-
dores de aniquilacion y creacion & y é,-T apropiados (o bien por medio de los operadores del
campo ¥ y 1), se puede construir el espacio de niimeros de ocupacion & y calcular cualquier
cantidad de interés para sistemas con un numero arbitrario (que puede ser variable) de particulas
idénticas. No hace falta ya preocuparse por los aspectos combinatorios que derivan de la esta-
distica apropiada a Bosones y Fermiones porque los mismos se toman en cuenta automatica-
mente en los calculos gracias a las relaciones de conmutacion fundamentales (14.42), (14.59) y
(14.61) para los Bosones y las relaciones de anticonmutacion (14.95), (14.96), (14.98) y (14.99)
para los Fermiones.

Ecuaciones de movimiento para los operadores de campos de Fermiones y
Bosones

Recordemos que en el Capitulo 8 definimos el operador derivada total con respecto del tiempo
dF/dt de un operador F por medio de la ec. (8.60), que podemos escribir como

in 95 _[F Hy+in (14.100)
dt ot

donde H es el Hamiltoniano del sistema. La (14.100) se reduce a

ih%—'t: = [F,H] (14.101)

si /' no depende explicitamente del tiempo. La (14.100) o la (14.101), segin corresponda, es la
ecuacion de movimiento de F.

Aplicaremos estas formulas para obtener la ecuacion de movimiento de los operadores de ani-
quilacién & y de los operadores del campo 9 (§). Claramente & no depende del tiempo, y
puesto que las funciones basicas v; () tampoco dependen del tiempo, () no depende expli-
citamente del tiempo. Por lo tanto corresponde usar la (14.101). El Hamiltoniano de nuestro sis-
tema se puede escribir en la forma (14.51):

H=Sh®! alg +1 SV alafaa, +..= A+ Hy+ ... (14.102)
jil j,k,I,m

Calculemos el conmutador [&;, I:I], para lo cual recordemos que para todo i, k£ se cumple

A& Falac-o . 4ATAA-0 . aaTF4E-0  (14.09)
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donde los signos — corresponden a Bosones y los signos + a Fermiones. Aplicando las reglas
(14.103) es muy sencillo verificar que tanto para Bosones como para Fermiones resulta que

[4.4/4]1=0;8 . [4.4/4/44,] = 0;4/44, +0d/an4 (14.104)

donde el lector tiene que prestar atencion al orden en que se escriben los operadores. Resulta
entonces que

& - Fhg = Shj 4 (14.105)
|
y que
8H, - Hpd =3 S (V2L + V) al&ay = EV(Z)Im alaan, (14.106)
j,l,m j.l,m

puesto que VL = v como se verifica facilmente recordando la (14.48).
De (14.105) y (14.106) resulta entonces la ecuacion de movimiento para &

& _ Eh(l)} 4 + 2\,(2) aT (14.107)
|

j,l,m

La ecuacion de movimiento para los operadores del campo es

O 59, - Svi©1a.A)
(14.108)
- Ew G4+ Swi VA, aaany
i,j,l,m
Recordando la (14.57), el primer término del miembro derecho es
Sy (9] § = J (Ewr@)hwi wi(s))u?(s’)ds’ (14.109)
il il
Usando la (14.14) y la relacion de clausura (7.75) resulta
Sy (E)hO] & = D (@) (@) (14.110)
i

Del mismo modo, usando la (14.48) y la relacion de clausura (7.75) obtenemos con un poco de
paciencia que

QUi (VN 8188y = = [VAEE)PTE)P(E)DE §(8) (14.111)

i,j,l,m
de modo que la ecuacion de movimiento queda en la forma

in S - b)) (@) + VO EE)9TENIE)UE $(O) =M@+ 1 (O (14.12)
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La (14.112) es una ecuacion integrodiferencial en el espacio ordinario y en el tiempo, y se aplica
tanto a Bosones como a Fermiones. Debido a la presencia del término de interaccion T ()
proveniente de I:IZ, se trata de una ecuacion no lineal. Se puede interpretar que este término des-
cribe el efecto sobre una particula de sus interacciones con las demas particulas. El potencial
efectivo que describe dichas interacciones esta dado por

Ve (8) = [VOUEENYT(E)Y (§)dE’ (14.113)

y se puede calcular solamente si se conoce previamente la solucion de la (14.112). Esto sugiere
el empleo de procedimientos iterativos para encontrar soluciones autoconsistentes de la ecuacion
del movimiento. Esas técnicas son, en efecto, de uso frecuente para resolver problemas de mu-
chos cuerpos.

Conexion de la segunda cuantificacion con la Teoria Cuantica de Campos

Si no hay interacciones entre las particulas, la (14.112) se reduce a

O @i (14.114)

Esta ecuacion es formalmente idéntica a la ecuacion de Schrodinger para una particula® (ec.
(7.10)):

inSE - h @ (14.115)

Debemos recordar, sin embargo, que 1 (§) es un operador del campo y no una funcion de onda
ordinaria. La ecuacion (14.114) se puede considerar como la version cuantificada de la ecuacion
de Schrodinger (14.115), si interpretamos esta ultima como la ecuacidon de un campo clasico
Y (&) (el campo que describe la onda asociada con una particula, digamos, por ejemplo, un elec-
tron). Este es precisamente el punto de contacto entre la Teoria Cuantica de Campos y la se-
gunda cuantificacion, que hemos desarrollado para tratar problemas de muchos cuerpos.

De la segunda cuantificacion a la Teoria Cuantica de Campos hay un solo paso, fundamental-
mente de interpretacion. Existen dos maneras equivalentes de dar ese paso.

La primera toma como punto de partida las ecuaciones clasicas que describen un campo (&)
(como la 14.115), e interpreta que dichas ecuaciones rigen la dindmica de los operadores del
campo (&) y 9 T(E), operadores que cumplen las reglas de conmutacion fundamentales
(14.42), (14.59) y (14.61) si el campo describe Bosones o bien las relaciones de anticonmutacion
(14.95), (14.96), (14.98) y (14.99) si se trata de Fermiones. El campo queda entonces cuantifi-
cado, pues los operadores (&) y 9 T(E) destruyen y crean particulas. Las particulas, es decir
los cuantos del campo, aparecen o desaparecen de a una por vez (y no en fracciones arbitraria-
mente pequefas). Que esto sea obvio para el electron, se debe en realidad a que siempre hemos
dado por sentado que se trata de una particula, incluso cuando lo describimos por medio de una
funcion de onda. No es igualmente obvio, sin embargo, para el campo de la radiacion electro-

¥ La notacién que empleamos para los operadores del campo fue elegida precisamente teniendo presente esta

identidad formal.
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magnética, que estamos acostumbrados a imaginar como una onda, aunque la evidencia experi-
mental que discutimos en el Capitulo 4 muestra que en sus interacciones con la materia se com-
porta como un sistema de particulas (los fotones). La Teoria Cuéntica de Campos toma en
cuenta asi los dos aspectos (onda y particula) de los entes de escala atdmica y subatomica, que
quedan ambos incorporados a la esencia misma del formalismo, implementando de este modo el
Principio de Complementaridad del cual hablamos al final del Capitulo 6.

La segunda manera parte de considerar nuestro formalismo en el espacio de los nimeros de ocu-
pacion. En esencia, dicho formalismo analiza un sistema de muchas particulas como un sistema
mecanico dotado de infinitos grados de libertad, cada uno de los cuales est4 representado por
uno de los estados basicos y1(§), ¥,(§),... de una particula. Cada grado de libertad se puede
excitar, lo que corresponde a que esté ocupado por una particula (o mas, si se trata de Bosones).
De acuerdo con la segunda cuantificacion, cada grado de libertad equivale formalmente a un os-
cilador armoénico simple: recordemos en efecto que los estados excitados del oscilador se pueden
obtener a partir del estado fundamental por aplicacion reiterada del operador de subida a' (como
hicimos en el Capitulo 9), del mismo modo que aplicando repetidas veces el operador de
creacion é,-T podemos ir poblando con particulas el estado ;.

De acuerdo con este punto de vista, el procedimiento a seguir para cuantificar un campo (por
ejemplo el campo de la radiacion electromagnética) consiste en analizar el campo en términos de
un sistema ortonormal completo de autofunciones, esto es, de modos propios de oscilacion (tal
como hicimos en el Capitulo 4 para deducir la distribucién de Planck), lo que equivale a repre-
sentar el campo como una superposicion de infinitos osciladores. Luego es preciso cuantificar
esos osciladores, lo que se consigue postulando oportunas reglas de conmutacion (o de anticon-
mutacion) para los operadores de aniquilacion y de creacion & y é,-T.

Ambas maneras de proceder son equivalentes, y llevan a los mismos resultados. Esto es l6gico,
dado que en realidad estamos describiendo la misma cosa, esto es, los estados de un sistema de
muchas particulas, pero usando bases diferentes. En el primer caso, nuestras funciones basicas
pertenecen al espectro continuo (las autofunciones del operador &) y en el segundo pertenecen al
espectro discreto.

Nuestro tratamiento ha sido no relativistico, lo cual limita el presente formalismo a sistemas de
muchas particulas de interés para la Fisica del Estado Sélido y la Fisica Nuclear, pero excluye el
estudio de procesos de alta energia, de interés para la Fisica de Particulas. No haremos en estas
notas un tratamiento de la Teoria Cuantica Relativistica de Campos. Pero se debe senalar que los
pasos conceptuales que hay que dar para desarrollar dicha teoria son los mismos que hemos ex-
puesto aqui. Se presentan importantes complicaciones, desde luego, pues es preciso modificar el
formalismo para que sea covariante.

En el tratamiento relativistico surge una importante diferencia respecto de lo que hemos visto
aqui. En nuestro tratamiento hemos postulado la simetria de la funcion de onda de un sistema de
Bosones, y su antisimetria para sistemas de Fermiones. Hicimos asi porque es un dato de la rea-
lidad que los Fermiones cumplen el Principio de Pauli, mientras que cualquier nuimero de Boso-
nes pueden ocupar el mismo estado. Este postulado nos llevo a las relaciones fundamentales de
conmutacion para los Bosones y de anticonmutacion para los Fermiones. Sin embargo, cabe se-
nalar que en el marco de una teoria no relativistica no estamos obligados a proceder asi: en
efecto, es posible formular una teoria consistente de muchas particulas postulando relaciones de
conmutacion (o de anticonmutacion) para todas las clases de particulas, sean ellas de spin entero
o semientero. La forma correcta de proceder no surge a partir de un requisito de consistencia 16-
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14. Segunda cuantificacion

gica de la teoria, sino de la evidencia experimental. No es asi, en cambio, en la Teoria Cuéntica

Relativistica de Campos. En el marco de la teoria relativistica es preciso satisfacer dos requeri-

mientos’ sin los cuales la teoria es absurda y se debe descartar:

* Los observables que corresponden a puntos del espacio-tiempo separados por una distancia
tipo de espacio'” deben conmutar, de lo contrario se violaria el principio de causalidad.

® Laenergia del sistema debe ser semidefinida positiva.

Resulta entonces que si se intenta cuantificar un campo de spin entero por medio de relaciones

de anticonmutacion, se viola el primer requerimiento. Por lo tanto la consistencia de la teoria

obliga a cuantificar los campos de spin entero por medio de conmutadores.

También se encuentra que si se trata de cuantificar un campo de spin semientero por medio de

relaciones de conmutacion, se viola el segundo requerimiento. Luego la consistencia de la teoria

obliga a cuantificar los campos de spin semientero por medio de anticonmutadores.

Este es pues el origen de la relacion entre spin y simetria de intercambio que mencionamos en el

Capitulo 13.

El método de Hartree-Fok

En el Capitulo 12 mencionamos el método de Hartree del campo autoconsistente, con el cual se
calculan en forma aproximada las energias de los estados fundamentales de 4&tomos con varios
electrones. Dicha aproximacion tiene el defecto que las funciones de onda de varios electrones
usadas en el calculo no estan antisimetrizadas como corresponde. Como un ejemplo de la aplica-
cion de la segunda cuantificacion vamos a presentar el método de Hartree-Fok'', que es una
mejora del método de Hartree, que toma en cuenta la correcta simetria de intercambio de las
funciones de onda del sistema. El método se aplica no s6lo a los d&tomos sino también a todo
sistema de muchos Fermiones que interactian de una forma cualquiera. Por lo tanto nuestra pre-
sentacion sera general, y solo al final la particularizaremos al caso de los atomos.

Consideremos entonces un sistema de n Fermiones descripto por el Hamiltoniano

H= Sh0% plb, +1 Sv@2P blbib,b, (14.116)

a,a’ a,pa’,p’

Aqui ba y b; (a=12,...) son los operadores de aniquilacion y creaciéon de una sistema orto-
normal completo de autoestados ¢, de una particula, correspondientes a un observable cual-
quiera. Lo que nos interesa es encontrar una nueva base 91, », ... con operadores de aniquila-
cion y creacion gy y él, tales que el estado

p, = alal | ...alalw, (14.117)

donde ¥ es el estado de vacio, tenga la propiedad que el valor esperado de H sea el minimo.
Claramente, el estado fundamental verdadero de H no es Y., pero se puede pensar que sera una
combinacion lineal de estados de n particulas en la cual ¥, es el término dominante, y en tal
caso el valor medio de H en el estado v

’ Formulados por W. Pauli. En la teoria no relativistica estos requerimientos se satisfacen siempre.
1 Esto es que ninguno de los dos puntos estén dentro del cono de luz del otro.
' El fisico ruso Vladimir Fok fue quien desarroll6 la extension del método de Hartree de la que nos estamos ocu-

pando aqui.
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(H)= (('1’:"1’1[[)) (14.118)

sera una buena aproximacion (por exceso) de la energia del estado fundamental del sistema.
En la nueva base tendremos que

qrst

~

Si ¥, es tal que minimiza el valor esperado de H, entonces para todo ¥, =¥, + 0¥,, donde
O0Y, es una variacion infinitesimal cualquiera de ¥, se debe cumplir que

(.0 (P %) '

N

Si despreciamos términos del segundo orden y usamos la propiedad Hermitiana de H, la
(14.120) nos lleva a la condicion

W W) (R, 5%, )+ 0%, HP,)] - (¥, H,)[(W,,0%,) + (0%, ;)] = 0 (14.121)

Consideremos ahora la variacion de ¥,,. Evidentemente 0%, se obtiene de resultas de un cambio

desde la base ¢4, ,,... alabase y1,9,,..., en la cual los nuevos operadores de creacion éﬂ;
estan dados por
al =&l +0af Ea*(ajkm (14.122)

]

donde las &, son cantidades pequefias (| €j, [<<1) y el factor i se introdujo para asegurar que la
transformacion 1, Yo, ... = Y,y ... sea unitaria. De la (14.122) resulta

o8] = iEéJTs i (14.123)
J

La variacion general 0%, se puede expresar entonces como una combinacion lineal de variacio-
nes independientes

oWy = £ A3 W, (14.124)
donde se debe tener presente que @, aniquila un Fermion de uno de los estados ocupados
Y- Py éj' crea una particula en uno de los estados previamente desocupados Y1, ... La

unitariedad de la transformacion (14.122) requiere que los coeficientes &, formen una matriz
Hermitiana, pero esto no trae restricciones puesto que por el principio de exclusion resulta que

OW = £44/a%, =0 (14.125)

dado que el estado j =n+1,... estd vacio y el estado k=1,...,n estd ocupado. Luego el reque-
rimiento & = gjfk no restringe las posibles variaciones, cuya independencia estd asegurada. Las
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14. Segunda cuantificacion

variaciones con | =K no cambian el estado y por lo tanto son irrelevantes. En consecuencia
basta considerar las variaciones 0%, de la forma (14.124) que son ortogonales al “mejor” estado
¥, de la forma (14.117).

Volviendo ahora a la condicion (14.121), vemos que (¥,,,0%,) y (6%,,%,) son combinaciones
lineales de términos de la forma (¥,,6%) y (6%jx,%¥n), y son nulos puesto que nuestras varia-
ciones son siempre ortogonales a 6¥,,. Ademas (¥,,¥,) =1, y por lo tanto la (14.121) se reduce
a las siguientes condiciones

(HY,,0%),) + (0% H¥) =0 con j=n+l.. y k=Ll..n  (14.126)

Si ahora usamos la expresion (14.119) de H en las (14.126) es facil ver (con un poco de orden y
paciencia) que se obtienen las condiciones

O +v@, =0 con j=n+l.. y k=L..n (14.127)
donde los
. n . )
J t t
V@) = D (v - V@) (14.128)
t=1

se pueden pensar como los elementos de matriz de un “potencial efectivo” Vg) de una particula
debido a sus interacciones con las demas. En las (14.127) y (14.128) los indices k y ¢ recorren
solamente los estados ocupados, mientras que j recorre Unicamente los estados desocupados.
Conviene introducir el Hamiltoniano efectivo de una particula como el operador

n . .
e = h® + Vg = h® + T (V@ — V) (14.129)
t=1

En términos de hyg las condiciones (14.127) se escriben en la forma compacta

. hyryy) = 0 (14.130)

Las condiciones (14.130) se satisfacen si las ¢ y las ¢} son autofunciones de hyg, es decir si
son soluciones del problema de autovalores

hirY K = 8k (14.131)

Las (14.131) son las ecuaciones de Hartree-Fok. De las mismas resulta de inmediato que

n
Wi huewy) = hOK + v - hOK 1+ 3 (@l _ @l gy 14.132
ke THFY k ef k &Yk
t=1

Se debe notar que los estados ocupados en (14.127), (14.129) y (14.132) no son arbitrarios, pues
se deben elegir entre los autoestados (14.131) de manera de minimizar el valor esperado de H.
Frecuentemente la mejor eleccion se obtiene usando las autofunciones correspondientes a los n
autovalores €, mas bajos.
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Es interesante ver que el minimo del valor esperado de H no es igual a 1a suma de las energias

g, de particula individual de los estados ocupados. En la aproximacion de Hartree-Fok la ener-

gia del estado fundamental esta dada por

En = <|:|> = (¥, |:|l[In) = ih(l) l kE(V(Z)Ik B V(z)iklf)
= i,k=1

n n
=1 E(q( + h(l)k) = Eq( _% E(V(Z)lk - V(2)
k=1 k=1 i k=1

(14.133)

Este resultado es razonable pues al sumar los g, estamos contando dos veces la contribucion que

proviene de las interacciones entre las particulas.

A los efectos practicos del céalculo de los elementos de matriz del potencial efectivo VP, es 1til
escribirlos en términos del sistema completo original de autoestados ¢, (o =1,2,...), en el cual

Yy = E(pa((pa'IPk)

si en la base original b} la interaccion es diagonal, o sea si
2B _
V@S = Vipdaradps
es facil ver que se obtiene

1)) It Jt
Vt(af)k = E(V(Z)kt - V@)

= E E(IP] 0o )Wt ¢/3) /5(‘]5/5 Yi) (e ¥i)

t=1a,f

- E 2(1/), ¢a)(1pt ¢ﬁ) ﬁ(¢a’wt)(¢/j lpk)

t=1a,p

Las ecuaciones de Hartree-Fok (14.131) se escriben entonces como

n
huryy = h )l,Uk + 2 E%z(@“t’(bﬁ) ﬁ(¢/5 V)@ Yi)
t=1a,p

n

—EE%(wt,%) /3(¢aﬂ/)t)(¢/3 Vi) = 8k

t=1a,p

y multiplicando escalarmente por ¢, resulta

ghwéwﬁ Yi)+ Ez(wt,qsﬁ) o @500 G i)

—E}j(wt PpWVeop (Do W1)(Bp.W1) = O(Per ¥k
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14. Segunda cuantificacion

El aspecto de las ecuaciones de Hartree-Fok es engafiosamente simple, y la tarea necesaria para
resolverlas dista mucho de ser trivial. Las (14.131) aparentan ser un problema comun de auto-
valores, pero los elementos de matriz de Vg), que intervienen en el Hamiltoniano efectivo hyg
no se pueden calcular si no se conocen previamente las » autofunciones apropiadas 1, solucio-
nes de las mismas (14.131). Se trata por lo tanto de un sistema de n ecuaciones integrodiferen-
ciales no lineales que se deben resolver simultdneamente en forma iterativa, a partir de un con-
junto de n estados “de prueba” ocupados ;. Usando estos estados de prueba se comienza el
proceso, calculando los elementos de matriz (14.136) y luego se resuelven las ecuaciones de
Hartree-Fok (14.137). Si se tiene la suerte que la eleccion de las v, fue acertada, habra n de las
soluciones de (14.137) que no diferiran mucho de las funciones de prueba elegidas. Si, como es
mas probable, las soluciones de las ecuaciones de Hartree-Fok no reproducen las funciones de
prueba iniciales, se usan para la siguiente iteracion las autofunciones correspondientes a los n
autovalores €, mas bajos para calcular nuevamente los elementos de matriz de V(l) , y se repite el
procedimiento hasta hallar un conjunto de »n soluciones autoconsistentes. Generalmente se
cuenta con buenos puntos de partida y por lo tanto las iteraciones convergen con razonable rapi-
dez.

Aplicacion a un &tomo con n electrones

En este caso tenemos que

2
hD _ ;_m _ g (14.139)

El potencial de interaccion V(@ es diagonal en la representacion coordenadas y se escribe

V(1 o:r',07) = % (14.140)
r—r

Las ecuaciones de Hartree-Fok se escriben entonces en la forma

2
h—v?wk(rm—gwk(r,o)

2m
@33 [wilro) Iwt(r O (1, 0)d (14.141)
t=lo
~@ 33 [0 O W) = 6 (1,0)
t=lo

con k=1,...,n. Este sistema de ecuaciones integrodiferenciales acopladas es la aplicacion mas
conocida de la teoria de Hartree-Fok. Si se ignora el tltimo término del miembro izquierdo de la
(14.141), que se debe a los elementos de matriz de intercambio de la interaccion y se omite el
término t = K en la suma sobre los elementos de matriz directos'?, las ecuaciones que quedan
son

* Ese término representaria la interaccion de un electron consigo mismo. Obviamente, los términos con ¢ =k de la

suma directa y la suma de intercambio son idénticos y se cancelan, de modo que no tienen efecto.
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12 zZe?
%Vzlﬂk(r,U)—ka(r,G)
] . (14.142)
& S S [l e W) = 8y (10)

t=1t=k o

que no son otra cosa que las ecuaciones de Hartree. Antes del advenimiento de las veloces com-
putadoras actuales, estas ecuaciones, mas sencillas que las (14.141), tenian mayor interés prac-
tico que las ecuaciones mas precisas de Hartree-Fok.

Este ejemplo muestra claramente las virtudes de la segunda cuantificacion, su concision y su
elegancia. Piense el lector, en efecto, que seria harto engorroso (aunque no imposible) desarro-
llar los argumentos de esta Secciodn, si tuviéramos que escribir ¥, y 0¥, explicitamente en
forma de determinantes de Slater. Todo ese tedio se evita gracias a nuestro formalismo.

Existen otras importantes e interesantes aplicaciones de la segunda cuantificacion a problemas
de muchos cuerpos, entre la cuales podemos citar el tratamiento de las interacciones de aparea-
miento en Fisica de Solidos (el método de Bardeen, Cooper y Schrieffer para estudiar los pares
de Cooper, que se relacionan con el fenémeno de la superconductividad) y en Fisica Nuclear
(importantes para interpretar el origen de ciertos estados de excitacion colectiva del nucleo até-
mico), la teoria de las ondas de spin y de los magnones, la teoria de perturbaciones en sistemas
de muchos cuerpos, etc..
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15. Estadisticas Cuanticas

15. LAS ESTADISTICAS CUANTICAS

El limite clasico

Hemos visto en el Capitulo 13 que cuando las funciones de onda de dos particulas idénticas no
se solapan, éstas se comportan como particulas clasicas, esto es distinguibles. Esto ocurre porque
los efectos cuanticos de la indistinguibilidad se ponen de manifiesto solamente cuando hay sola-
pamiento entre las funciones de onda. Consideremos entonces un sistema de » particulas que no
interactuan entre si y que ocupan un volumen V, y supongamos que estan en equilibrio térmico a
una temperatura 7. De acuerdo con el Teorema de Equiparticién de la Mecanica Estadistica cla-
sica', la energia cinética media de traslacion de cada particula de masa m es entonces

€ =

N

KT (15.1)

donde & es la constante de Boltzmann, y el valor medio del impulso de una particula es

P =+2me = +/3mkT (15.2)

Luego su longitud de onda de Broglie, que da la medida de la extension espacial del paquete de
ondas que la describe, vale

Ag = % = \3% (15.3)
Por otra parte, la distancia media ¢ entre las particulas esta dada por
0 =(V/In)/3 (15.4)
Por lo tanto, las particulas se podran considerar distinguibles si se cumple que
hg << (15.5)
esto es, si
nh’ (15.6)

SELUSE
V(3mkT)32 ==

Esta es la condicion de validez de la Mecanica Estadistica Clasica. Si se cumple la (15.6), las
particulas se comportan cladsicamente, y se puede aplicar el Teorema de Equiparticion. Esto es lo
que ocurre con los gases en las condiciones habituales en la naturaleza y en el laboratorio. Sin
embargo, cuando la temperatura es muy baja y/o cuando la densidad es muy elevada, la (15.6)
no se cumple; entonces los resultados clasicos no son validos y se manifiestan interesantes
efectos cudnticos. Examinemos un poco mas la condicion (15.6), para entender mejor su signifi-
cado. La probabilidad que una particula se encuentre en un particular estado de energia de tras-
lacion ¢ estd dada por la distribucion de Boltzmann

' Ver el Capitulo 17 de Termodinamica e Introduccion a la Mecénica Estadistica.
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B = e /KT (15.7)
Ztl’

donde Z,, es la funcién de particion traslacional

Zy =yl (15.8)
|

’ g2 ’
que para una particula clasica” esta dada por

4=%Qmmw2 (15.9)

Si nuestro sistema consta de » particulas el numero de ocupacion medio N de cada estado ¢; es

nh®
R=np=———r—-ek 15.10
Por lo tanto, la condicion (15.6) implica que
n<<1 (15.112)

Luego en el limite clasico la gran mayoria de los estados de una particula estan vacios, y sélo
unos pocos estan ocupados por una sola particula. La probabilidad que un estado esté ocupado
por dos o mas particulas es insignificante. En este limite desaparece la diferencia entre Bosones
y Fermiones: ambos se comportan como particulas clsicas, idénticas pero distinguibles.

Cuando no se cumple la (15.6) (o lo que es lo mismo la (15.11)) hay que tomar en cuenta los
efectos cuanticos, y eso es lo que haremos en este Capitulo. Pero primero queremos sefalar
donde esta la falla de la Estadistica Clasica. La distribuciéon de Boltzmann (15.7) es correcta,
pues deriva de consideraciones generales sobre el equilibrio de un sistema bajo determinadas
restricciones. El inconveniente esta en la funcioén de particion (15.9), que se calculd suponiendo
que la probabilidad que una particula ocupe un determinado estado no depende de si otras
particulas estan ocupando (o no) ese mismo estado. Sabemos que esto no es cierto, pues debido a
la indistinguibilidad cuéntica de las particulas idénticas hay correlaciones entre ellas, de distinto
caracter segun sean Bosones o Fermiones. Por este motivo las distribuciones que se obtienen
para Bosones y Fermiones son diferentes. Pero cuando las condiciones del sistema son tales que
las correlaciones cuanticas se tornan irrelevantes, ambas distribuciones coinciden con la
distribucion clasica de Maxwell-Boltzmann.

La funcion de particion de un sistema de particulas idénticas sin interaccion

Para deducir las distribuciones apropiadas para los sistemas cudnticos conviene partir de la dis-
tribucién gran canénica o distribucién de Gibbs’, que se obtiene de considerar un sistema de
volumen fijo V, sumergido en un bafio calorifico a la temperatura 7, y con el cual puede inter-
cambiar particulas. En estas condiciones la energia £ y el nimero de particulas » del sistema

? La expresion (15.9) se obtiene en el Capitulo 17 de Termodindmica e Introduccion a la Mecdnica Estadistica.

* Ver el Capitulo 16 de Termodindmica e Introduccién a la Mecanica Estadistica.
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fluctaan, pero en general dichas fluctuaciones son despreciables para un sistema macroscopico.
El sistema se describe entonces en términos de 7, V'y del potencial quimico u.

Usando la notacion g =1/KT, la distribucioén de probabilidad correctamente normalizada de en-
contrar el sistema en un estado con n particulas cuya energia es B, estd dada por

eﬂ(ﬂn_En,r)
Por = EE— (15.12)
donde Z es la gran funcion de particion del sistema, dada por
Z=2(TV,u)= 3/t Fnr) (15.13)

n,r

A partir de Z se pueden obtener todas las propiedades termodinamicas del sistema. Considera-
remos solamente un gas perfecto cudntico, es decir un sistema de particulas sin interacciones.
En este caso el estado del sistema esta especificado por los nimeros de ocupacion

N, Ny, ... (15.14)

de los estados de particula individual 11(&),15(8),.... Los n; son enteros no negativos tales que

2 n=n (15.15)

, , . 4
Vamos a suponer que los estados v; estan ordenados por energia creciente’, esto es

§1SErs...sgs... (15.16)
Por lo tanto
Z — 2eﬁ[ﬂ(nl'l'nz+...)—(n1£1+n282+...)] = HZI (1517)
nl, n2, |
donde hemos escrito
Z, = Eeﬁ(ﬂ_si)ni (15.18)
N

y la sumatoria en Z; se extiende a todos los valores posibles de n,. Aqui vemos la ventaja de
partir de la distribucion de Gibbs, pues en el ensemble gran candnico los N, no estan restringidos
por la condicion (15.15), y eso permite factorizar Z, porque la distribucion estadistica para cada
estado de una particula, dada por la (15.18), no depende de lo que ocurre con los demas estados’.
Esta simplificacion tiene su precio, sin embargo: tuvimos que introducir el potencial quimico,
que no conocemos de antemano y que hay que determinar a posteriori imponiendo la condicion

* En general debido a la degeneracion de los niveles de energia hay muchos términos iguales en la sucesién (15.15).
* Este problema no existe en la estadistica de Maxwell-Boltzmann pues al no considerar las correlaciones entre las

particulas, la funcidon de particion del ensemble canonico se factoriza sin dificultad.
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Eﬁi =N (15.19)

es decir, la condicion (15.15), pero restringida a los valores medios.

Las distribuciones de Bose-Einstein y de Fermi-Dirac

Las formulas anteriores valen tanto para sistemas de Bosones como de Fermiones. En lo que si-
gue vamos a indicar con B las formulas que valen para los Bosones y con F las que correspon-
den a Fermiones. En un sistema de Bosones N puede tomar cualquier valor entero positivo a
partir de 0. Por lo tanto, sumando la serie geométrica que resulta de (15.18) obtenemos

1

AR

(n=012...) B (15.20)

En un sistema de Fermiones N, toma solamente los valores 0y 1 y la (15.18) se reduce a

zi =1+eflu-s)  (n =0,2) F (15.21)

La probabilidad que el nimero de ocupacion del estado i tenga el valor n esta dada por

(u-g;)n;
p(n) = gton - (15.22)

1

y entonces el nimero de ocupacion medio del estado i esta dado por

= Snnan)- kT(a ';f)w (15.23)

todo

Usando la (15.20) y la (15.23) se obtiene la distribuciéBade-Einstein para los Bosones:

_ 1
=01 B (15.24)
donde el potencial quimico se determina pidiendo que
_ 1

En la (15.25) pusimos n =N dado que las fluctuaciones se pueden suponer despreciables.
Del mismo modo usando la (15.21) y la (15.23) se obtiene para Fermiones la distribucion de
Fermi-Dirac:

1

y el potencial quimico se encuentra a partir de la condicion
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1
n= Z—eﬁ(fi-m =l F (15.27)

A continuacion vamos a estudiar el significado de estos resultados.

El gas perfecto de Bosones

De acuerdo con los resultados anteriores tenemos que para un gas de Bosones

_ 1 1
IPUICENEE ”=i2eﬁ(si—u)_1 (15.28)

>

Puesto que My = 0 siempre, se debe cumplir que ¢ > u para todo i. Por otra parte, el estado de
mas baja energia de una particula libre tiene &; = 0. Por lo tanto el potencial quimico de un gas
de Bosones es siempre negativo.

La temperatura de degeneracion

Introduciendo la densidad de estados por unidad de intervalo de energia f(e), la sumatoria de la
segunda de las (15.28) se puede escribir como una integral

[ee]

f(e)de r2m\¥ ZT €12 (15.29

1 —onv( D) [
izeﬁ(fi—u)_l_ ohle-w 1 " \ h2) eble-1) _1
0 0

donde usamos la expresion (9.19) de f(e), que se dedujo contando los estados estacionarios de
una particula libre de masa m que se mueve en una caja de volumen V, y hemos supuesto
Bosones de spin nulo (si S= 0 hay que multiplicar (15.29) por 2s+ 1). Tenemos por lo tanto

n_, (M _ € 70s
o =212 Jeﬁ(g‘“)—l (15.30)

Como el miembro izquierdo de la (15.30) no depende de 7, u(n,T) debe ser tal que la integral
en (15.30) sea independiente de 7. Supongamos variar la temperatura del gas, con n/V cons-
tante. Es evidente que a medida que 7 disminuye, | u | debe disminuir, hasta llegar a u = O para
una temperatura minima T, determinada por la condicion

2my 2 I eY/2de (15.31)
h? ) e

=2”( 7 =¥ 1

<|>

0

T. se denomina temperatura de degeneracion, o de condensacion, por motivos que veremos en
breve. Para evaluar la integral hacemos el cambio de variable ¢ = KT,z y queda

(o]
(2nmkT\3? 2 [ 2%z
\ eZ-1

(15.32)

De tablas se encuentra que
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co

1/ 2
ij 2702 _ - 3/2) = 261239
0

N

donde con £(q) indicamos la funcioén Zeta de Riemann, definida por

z 1
C@=>Y— , R >1
(a) glkq &)

Resulta entonces que

2/3

1 ( nh® )
T. =
2mmk \ £(3/2)V
De la (15.35) obtenemos que

_ ( -
V(3mkT,)3/2 C(3/2)\ 3) =192

(15.33)

(15.34)

(15.35)

(15.36)

Comparando (15.36) con la condicion de validez (15.6) de la estadistica clasica vemos que la

anulacion de u del gas de Bosones a la temperatura T; es un fendmeno netamente cuantico.

La condensacion de Bose-Einstein

Puesto que u < O siempre, pareceria que no se puede enfriar a densidad constante un gas de Bo-

sones hasta T < T, lo que no es cierto pues la ec. (15.29) se cumple para T > T. pero no para
T <T,. El origen del problema es que en la (15.29) reemplazamos la suma discreta sobre los es-

tados de una sola particula por una integral. A medida que la temperatura del gas disminuye y se

acerca a T, el numero de ocupacion del estado 14, cuya energia es nula, comienza a aumentar
rapidamente. Pero precisamente este estado no esta tomado en cuenta en la (15.29) porque al re-

emplazar la suma por una integral, el factor £2 del integrando hace que se le asigne un peso

nulo. Para temperaturas mas altas, eso no trae aparejado un error significativo. Pero cuando la
temperatura es muy baja no se puede omitir 4: lo correcto es conservar explicitamente su con-

tribucion, y reemplazar los demas términos por la integral®. En lugar de (15.30) escribiremos

1 /Zm\ S/ZJ eM2(e
n=

1V 2) | Py
0
En esta ecuacion

1
e -1

nl=

(15.37)

(15.38)

es el nimero de particulas en el estado 14, con energia nula y cantidad de movimiento nulo, y

% Se puede mostrar que siempre que n sea muy grande es suficiente tratar de manera especial solamente el primer

término de la suma, y reemplazar todos los demas por la integral.
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312 12
_opy(2MT[ e de
-2 [ (15.39)
0

es el numero de particulas cuya energia y cantidad de movimiento no son nulos. Para T > T,
tendremos que Ny << n y entonces lo podemos despreciar. Por lo tanto el potencial quimico esta
dado con excelente aproximacion por la ec. (15.30). Para T < T, el potencial quimico es nega-
tivo y muy préximo a 0, pero nunca se anula exactamente. Si T < T;, podemos usar la (15.39)
con u = 0 para calcular n,_ g con buena aproximacion y se obtiene

/2_m\3’2J eV2de  27mkT\¥? 2 J 7224z

\ h2) ebe_1 '\ n ) Jn) e-1
0 0

Iﬂ|49>0 =27V

(15.40)

Dividiendo la (15.40) por la (15.32) obtenemos entonces una sencilla férmula que nos da la frac-
cion de particulas cuya energia y cantidad de movimiento no son nulos:

3/2

Neso _ (l) (T<T) (15.41)
n Te

La particulas restantes estan en el estado fundamental 14, y representan una fraccion

3/2
T

L B <
L - (Tc) (T<Te) (15.42)

del nimero total (Fig. 15.1). En sintesis, para T > T; la fraccion de particulas en el estado fun-
damental 1, es despreciable. Cuando T <T., ny/n crece rapidamente al disminuir 7'y tiende a
1 para T — 0. Estas particulas tienen energia nula y cantidad de movimiento nulo. Luego no
contribuyen a la presion’, y tampoco a la viscosidad del gas. El fenémeno de concentraciéon de
las particulas en el estado fundamental se llama condensacion de Bose-Einstein. Un gas de
Bosones se dice degenerado® cuando presenta condensacion de Bose-Einstein.

Un gas de Bosones degenerado tiene cierta analogia con un vapor clasico en equilibrio con su
liquido (de alli el término “condensacion”). Por ejemplo, se puede ver que cuando T < T, la pre-
sion de un gas de Bosones depende solamente de 7'y es independiente del volumen, de manera
semejante a lo que ocurre en el equilibrio liquido-vapor. Se debe notar, sin embargo, que en la
condensacion de Bose-Einstein no hay una separacion de fases en el espacio. Pero se puede in-
terpretar que hay una separacion de fases en el espacio de los impulsos, pues las particulas con
energia y cantidad de movimiento nulas (la “fase condensada”) y las particulas con energia y
cantidad de movimiento no nulas (la “fase vapor”) tienen propiedades muy diferentes.

" En el cero absoluto la presion del gas de Bosones es nula. También es nula le entropia, de acuerdo con la Tercera
Ley de la Termodinamica.
¥ El término “degenerado” se usa aqui en un sentido diferente del que tiene cuando se habla de la degeneracion de

un nivel.
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n/n

T/T,

Fig. 15.1. Condensacion de Bose-Einstein: cuando T < T; la fraccioén de particulas en el

estado fundamental crece rapidamente al disminuir 7, y tiende a 1 para T — 0.

Potencial quimico de un gas de Bosones

Para calcular las propiedades del gas de Bosones es preciso conocer el potencial quimico. Para
ello hay que resolver para u(n,T) la ec. (15.37), que con el cambio z= f¢ se escribe como

o

3/2 1/2
1 +2f[\/{2ka\ J z'“dz
e hu_1

n= -
e P _1q \ h? )
0

La integral en (15.43) es un caso particular de las integrales de la forma general

1
J zIdz “FI(Q)Lig(F) , Re(d)>0
0

Aqui Liy(t) esla funcion polilogaritmica, definida por la serie
Ligt)= Y —
q
LS
Algunas propiedades utiles de Lig(t) son:

L
Lig®=2(a) (q>1) , Lig(t)=t+O(t?) , %Liq(t)= g-1(t)

Notar que Lig(t) diverge en t =1para q=<1.
Volviendo al calculo de u, vemos que la (15.43) se convierte en

236

(15.43)

(15.44)

(15.45)

(15.46)



15. Estadisticas Cuanticas

1 (2umkT\ /2
n= Li o, o et 15.47
la cual, recordando que
3/2
(KT \™" _ n (15.48)
\ h?z ) VE(3/2)
se escribe finalmente como
3/2 .
Lia,,(ef"
12 (T} HepC®) o 2 (15.49)
n \T, £(3/2) efu_1

Para un sistema macroscopico n es un numero enormemente grande (del orden del niimero de
Avogadro), de modo que ny/n es despreciable frente a la unidad, para todo T =T ; por lo tanto,
tenemos que, con buena aproximacion

. ( T)” Lizyo(")

T £(3/2)

T (T>T.) (15.50)

Invirtiendo esta relacion obtenemos finalmente el potencial quimico (Fig. 15.2). Se puede ver
(no damos aqui los detalles) que en el inten@ol < T., u es negativo y no se anula nunca

(salvo pararl = 0); su valor absoluto es muy pequeiio, siendo del ordéd de.

1 2 3 4
T/T.

Fig. 15.2. Potencial quimico de un gas de Bosones no interactuantes. Con la linea de trazos
se muestra el valor clasico de u, dado por la ec. (15.51).
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El limite ef* <<1 de la (15.50) permite obtener la expresion de u para un gas perfecto clasico.
Usando la segunda de las (15.46) obtenemos

3/2 3/2
Uelasico = _len{Fllz)(%) }= —len{%(zTng) } (15.51)

Los numeros medios de ocupacion

Es interesante calcular los numeros medios de ocupacion, dados por la (14.28). La Fig. 15.3
muestra N(e) para diferentes temperaturas del gas. El grafico es semilogaritmico pues asi se
aprecian mejor los apartamientos desde la distribucion clasica de Maxwell-Boltzmann, que se
representa por medio de rectas de pendiente 1/KT .

100

10§

0.01 -

0.001 ¢

e/kT,

Fig. 15.3. Numero de ocupacion medio en funcion de la energia del estado para un gas de
Bosones. Las curvas correspondena T/T,=115,2,3,4y5.

Se puede observar que las curvas para T/T; =3,4Yy5 son practicamente rectas, lo que indica
que el comportamiento del gas para esas temperaturas es cldsico, como es de esperar porque en
esos casos N(e) es siempre mucho menor que la unidad. En cambio, las curvas correspondientes
a T/T.=115y 2 se apartan de las rectas clasicas para ¢ por debajo de 2-2.5KT;, donde n(e)
ya no se puede despreciar frente a la unidad.

El calor especifico de un gas de Bosones

Vamos a estudiar ahora el calor especifico de un gas de Bosones. Recordando que nk = NR,
donde N es el nimero de moles, tenemos que el calor especifico molar esta dado por

o R/ oE
=—|— 15.52
- aT)V (15.52)
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Por lo tanto para determinar G, tenemos que calcular primero la energia interna del gas, dada
por

RN & f ef (e)de _ (Zm\ e3/2de
E-iEs,n, 'Zeﬁ(fu = [Gen 1 2V () I—eﬁ@-m-l (15.53)
0
Haciendo el cambio de variable ffe = z y usando la (15.35) y la (15.44) resulta
3/2
_3 MR (T (e (15.54)
28(3/2)\ T,

Aqui conviene considerar por separado los casos T <T,y T =T..
Cuando T <T, podemos suponer que =~ 0 y por lo tanto Lis,,(€4) = Lig;»(1) = £(5/2). Re-
sulta entonces que

2 5/2
E- ggg 2; 103 — (T<T) (15.55)
y por lo tanto
3/2
& - 1745 Rgg g (%) (T<T.) (15.56)

Cuando T >T, obtenemos de la (15.52)

3/2
~ 3 R (T 5 1/du
== — Lig/o(€P*) - Lig) o (efH ( ) 15.57
-3 1) {2 5127 - Liz (M) Lo - (15.57)
Para obtener la expresion de (du/dT), derivamos la (15.50). Resulta
i 1
g 1((%) §|-'_3/2(eﬁ) (15.58)
KT k\dT 2 Liyy,(ef)

Obsérvese que tanto u como (du/dT),, tienden a cero para T — T, pues Liy ,(t) diverge en
t = 1. Usando la (15.58) obtenemos finalmente

3/2 _
6 -S R (T) 13y 3Liga(@)?) o]
CV‘E;(3/2)(?C) {EL'W(Gﬁ“)‘Z Lillz(eﬁu)} (T=To) (15.59)

Cuando T = T, tanto la (15.56) como la (15.59) convergen a

15 .5(5/2)
4 ;(3/ 2)

Cv(Te) = =1.92567R (15.60)

En la Fig. 15.4 se muestra el comportamiento de Gy .

239



15. Estadisticas Cuanticas

T/T,

Fig. 15.4. Calor especifico molar a volumen constante de un gas de Bosones. La linea de
trazos indica el valor clasico 3R/2. Para T > T; el calor especifico del gas de Bosones es
mayor que el valor cldsico, y aumenta al disminuir 7 hasta alcanzar en T, el méximo dado
por la ec. (15.60). Al disminuir la temperatura por debajo de T, el calor especifico del gas
degenerado disminuye rapidamente con 7. En T = T_ la derivada &, / JT es discontinua.

Es interesante comparar las propiedades que acabamos de estudiar con el comportamiento del
*He liquido a bajas temperaturas. Como el *He tiene spin cero cumple la estadistica de Bose-
Einstein y por ser un gas inerte, las fuerzas interatomicas son las de van der Waals, que son muy
débiles. Por ese motivo el helio se licia a una temperatura muy baja (el punto normal de ebulli-
cion del “He es de 4.2 °K), y solo se solidifica bajo presiones muy grandes. Al enfriar el “He li-
quido en contacto con su vapor, sus propiedades cambian bruscamente a T =2.17°K. Para
T >2.17 °K se comporta como un liquido normal, llamado helio I. Para T <2.17 °K presenta
propiedades muy llamativas, por ejemplo fluye por capilares muy finos como si no tuviese vis-
cosidad. Esta forma se llama helio II, y sus caracteristicas se describen por medio del modelo de
dos fluidos, que trata el helio II como una mezcla de un fluido normal y otro superfluido, sin in-
teraccion viscosa entre si. El fluido normal tiene todas las propiedades familiares de los fluidos.
El superfluido, en cambio, tiene caracteristicas muy curiosas: su entropia es nula, y no tiene vis-
cosidad. El hecho que en un gas de Bosones degenerado hay dos clases de particulas cuyo com-
portamiento es muy diferente sugiere que las propiedades del helio II se relacionan con el fe-
némeno de la degeneracion. Hay muchas analogias entre el helio 11 y el gas de Bosones degene-
rado, ademas de las que vamos a comentar. En la transicion helio I-helio II se observa un com-
portamiento anormal del calor especifico (Fig. 15.5). Como la curva experimental recuerda la
letra griega A (lambda), el paso de helio I a helio II se denomina transicion A, y la temperatura
de transicion se llama punto A. La semejanza entre las Fig. 15.4 y 15.5 llevo a London’ a inter-

? Fritz Wolfgang London y Walter Heitler desarrollaron en 1927 el primer tratamiento cuantico de la molécula de
hidrégeno. F. London y su hermano Heinz formularon en 1935 le teoria fenomenologica de la superconductividad,

un fenomeno estrechamente relacionado con la superfluidez.
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pretar que la transicion A del *He es una manifestacion de la condensacion de Bose-Einstein.
Usando la ec. (15.35) calcul6 la temperatura de condensacion de un gas perfecto de atomos de
helio, para una densidad igual a la del helio I en el punto A experimental. Con V/n=27.6
cm’/mol obtuvo T, = 3.13 °K, lo cual no estd demasiado lejos del valor medido T, = 2.17 °K.

3.0
20 -
¢ (cal/lg °’K) |- —
1.0 - -
0.0 | | |
1.6 2.0 2.4 2.8
T (°K)

Fig. 15.5. Comportamiento del calor especifico del “He, tal como resulta de las medicio-
nes. Se puede apreciar la transicion Aa T = 2.17 °K.

Hay diferencias importantes entre el comportamiento del helio Il y el gas de Bosones. Entre ellas
se cuenta que la dependencia en la presion de la temperatura de transicion es distinta. Ademas,
las mediciones mas precisas muestran que en el punto A, ¢, no se mantiene acotado como ocu-
rre para el gas de Bosones, sino que tiene un infinito logaritmico. Si embargo estas diferencias
no deben sorprender, pues la teoria que hemos desarrollado corresponde a un gas perfecto, y no
se puede aplicar tal cual al helio liquido, en el cual hay interacciones interatomicas, que (evi-
dentemente) no se pueden ignorar. Por consiguiente es razonable concluir que la transicion A del
*He es lo analogo para un liquido de la condensacion de Bose-Einstein de un gas perfecto. Esta
conclusion se refuerza si se tiene en cuenta que el *He, cuyos atomos tienen spin 1/2 y por lo
tanto son Fermiones, no presenta transicion'’ en el punto A del *He.

La superconductividad (que no tratamos por razones de espacio) es un fenémeno analogo a la
superfluidez. Segtn la teoria BCS (formulada en 1957 por John Bardeen, Leon N. Cooper y
John R. Schrieffer), a temperaturas muy bajas los electrones de conduccién se agrupan de a pa-
res (pares de Cooper) formando una suerte de cuasimolécula. Como los pares se comportan
como Bosones, se pueden condensar y esto explica las propiedades de los superconductores.

1 . . . -3 6
% Para el *He, la superfluidez se observa a temperaturas inferiores a 3x10° “K. Esto se debe a que a esas

temperaturas tan bajas los 4tomos del *He se unen formando pares, de igual modo que los electrones en un
superconductor. Los pares tienen spin entero y por lo tanto obedecen a la estadistica de Bose-Einstein. Tan pronto
se forman los pares, éstos sufren una condensacion, y por lo tanto todo lo dicho para el *He se aplica también al *He

cuando éste se encuentra a temperaturas para las cuales se han formado los pares.

241



15. Estadisticas Cuanticas

Durante muchos afios se carecié de evidencia directa de la existencia de la condensacion de
Bose-Einstein, aunque se creia que ocurria en el helio liquido. La situacion cambi6 en 1995
cuando Michael H. Anderson, Jason Enscher, Michael Matthews, Carl Wieman y Eric Cornell,
observaron la condensacion de Bose-Einstein en un gas de *'Rb con una densidad de 2.5x10'®
atomos/m”, enfriado por debajo de 0.17x10°° °K. El gas estaba confinado por un campo magné-
tico, y para detectar la condensacion se desconectaba dicho campo y poco después se registraba
la densidad espacial de las particulas. Aquellas cuya velocidad es apreciable se alejan rapida-
mente de la region de confinamiento, pero los 4&tomos del condensado, cuya cantidad de movi-
miento es nula, permanecen en dicha region. Si hay muchas particulas en ese estado, se esperaba
ver un pico de la densidad en la region donde el gas habia estado confinado. Esto fue efectiva-
mente observado, pero sélo si la temperatura estd por debajo de T;. Al enfriar el gas por debajo
de T. se encuentra que el pico se refuerza, tal como estd previsto por la teoria. Ese mismo afio,
en forma independiente, Wolfgang Ketterle y sus colaboradores realizaron experimentos simila-
res pero algo mas sofisticados con atomos de sodio y de litio, y también observaron la condensa-
cion de Bose-Einstein. Por estos trabajos Cornell, Ketterle y Wieman fueron galardonados con el
Premio Nobel para la Fisica en 2001.

El gas de fotones y la radiacion de cuerpo negro

Vamos a estudiar ahora la radiacién de cuerpo negro, considerandola como un gas perfecto de
fotones en equilibrio térmico. De acuerdo con la hipotesis de Einstein (ver el Capitulo 4) vamos
a suponer que los fotones son particulas de masa nula y energia dada por la ec. (4.16), esto es

& = hVi (1561)

Como los fotones tienen spin 1, son Bosones y corresponde aplicar la estadistica de Bose-
Einstein. Al usar la distribucion (15.24) hay que tener en cuenta que los fotones pueden ser emi-
tidos y absorbidos por las paredes de la cavidad (este es el mecanismo que garantiza el equilibrio
de la radiacion de cuerpo negro a 7'y V fijos), y entonces 7 no esta determinado a priori, a dife-
rencia del gas de Bosones que tratamos antes. En este caso n estd determinado por la condicion
de equilibrio a T'y ¥ fijos''. Esto implica que el potencial quimico del gas de fotones es idénti-
camente nulo. En efecto, para todo cambio espontaneo 7'y V fijos se cumple

AF <0 (15.62)

donde F es la funcion de Helmholtz. Luego en el equilibrio /' es minimo, lo que lleva a la condi-
cion necesaria (dF/dn)y\, = 0. De aqui se obtiene entonces

U= (f) -0 (15.63)
n/rty

Teniendo en cuenta este hecho la distribucion (15.24) queda de la forma

1
ehe _1

n = fotones (15.64)

" ver el Capitulo 8 de Termodinamica e Introduccion a la Mecénica Estadistica.
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A partir de la (15.64) es muy sencillo deducir la distribucion espectral de Planck. En efecto, re-
cordemos que la densidad de estados por unidad de intervalo de frecuencia es (ec. (4.1)):

N(v) = %vz (15.65)

Por lo tanto la densidad de energia U(v,T) (energia por unidad de volumen en el intervalo de
frecuencia entre vy v + dv) esta dada por

u(v,T) = V- IN(v)n(e)e (15.66)

Sustituyendo (15.63) y (15.64) en (15.66) se obtiene la distribucion espectral de Planck (ec.
(4.12)).

_ 8wv?  hv
u(v,T) = & ik ] (15.66)
Es facil verificar que el méximo de (v, T) ocurre para
V=V, = 2.82144% (15.67)

La (15.67) expresa la Ley de desplazamiento de Wien, que fue obtenida originalmente en la
forma v, ~ T en base a un argumento puramente termodinamico.
Integrando la (15.66) sobre todas las frecuencias obtenemos la densidad de energia radiante

. gh [ V3 ar%k* _,
a(v,Tdv - j ot = e T (15.68)
0

E
\Y; c3

o— 8

La (15.68) es la Ley de Stefan-Boltzmann'? E/V = (40/¢)T#, y podemos entonces expresar la
constante de Stefan-Boltzmann como

2ok*
o= 15238 (15.69)
Es oportuno comentar brevemente el significado fisico de la distribucion (15.64) para aclarar
algunos aspectos de la radiacion mencionados en capitulos anteriores. La Fig. 15.6 muestra la
distribucion de Planck (15.66) y la Fig. 15.7 los nimeros de ocupacion medios (ec. (15.64)) por
medio de curvas universales, obtenidas adimensionalizado le energia de los fotones con el factor
KT y t(v,T) con el factor oT3, donde o = 60ho /w*kc. Para comparar, mostramos también en
esas figuras la posicion de v, y los resultados de la teoria clasica de Rayleigh-Jeans (lineas de
trazos) y de la formula empirica de Wien mencionada en el Capitulo 4 (lineas de puntos).
Por de pronto, comparando las Figs. 15.3 y 15.7 vemos que el comportamiento de N es analogo
al de un gas de Bosones a T =T (pues en ambos casos u = 0). Por lo tanto, cualquiera sea su
temperatura, el gas de fotones se comporta de manera semejante a un gas de Bosonesa T = Tg.

12 Ver el Capitulo 15 de Termodinamica e Introduccién a la Mecénica Estadistica.
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a/a/T3 11t

Fig. 15.6. La distribucion de Planck. Representamos también la distribucion de Rayleigh-
Jeans (linea de trazos), que reproduce para bajas frecuencias el resultado de Planck, y la
distribucion de Wien (linea de puntos), que tiene el comportamiento correcto para frecuen-

cias altas.
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Fig. 15.7. Nimero medio de ocupacion de los estados de fotones para la radiacion de
cuerpo negro. Las lineas de trazos y puntos corresponden a las formulas de Rayleigh-Jeans

y de Wien, respectivamente.
Comparando las Figs. 15.6 y 15.7 notamos que el ambito de validez de la formula de Wien co-

rresponde al rango de frecuencias para el cual N <<1, esto es, el rango en el cual los fotones
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cumplen la condicion (15.11) y entonces se comportan como particulas clasicas (esto es, distin-
guibles). En efecto, la formula de Wien no es otra cosa que la distribucion clasica para un sis-
tema de particulas de masa nula y energia € = hv. Este rango, que podriamos llamar entonces
de particula clésica, abarca las frecuencias mayores que = 2KT/h y comprende un 80% de la
energia radiante total. Para comprender lo que esto implica daremos algunos valores. La radia-
cion electromagnética que proviene de casi todas las fuentes naturales es de origen térmico’ y
su distribucion espectral es, grosso modo, del mismo tipo que la del cuerpo negro. La luz solar
corresponde a 5700 °K, y todos los fotones de longitud de onda mas corta que la del cercano in-
frarrojo estan en el rango v > 2KT / h; para una temperatura de 300°K, lo estan todos los fotones
de longitud de onda menor que unos 25 um. Por lo tanto, del infrarrojo en adelante, los fotones
provenientes de fuentes naturales se comportan como particulas clésicas, y se describen me-
diante paquetes o trenes de ondas que no se solapan; se trata entonces de radiacion incohe-
rente™®. En estas condiciones los fenémenos de interferencia y difracciéon a que dan lugar se de-
ben al comportamiento de cada foton individual (cuyo paquete de ondas, por ejemplo, al pasar
por las rendijas del experimento de Young interfiere consigo mismo). Asimismo, estos fotones
interactian con la materia de a uno por vez, como vimos en el Capitulo 4 al tratar el efecto fo-
toeléctrico, el efecto Compton y otros fendmenos.

En cambio la Ley de Rayleigh-Jeans vale para frecuencias bajas, para las cuales N >>1. En este
rango el conjunto de los fotones que ocupan cada estado de energia & = hv; esta descripto por
un paquete de ondas que es una superposicion coherente de los paquetes de onda individuales.
Por este motivo, cuando N es muy grande los campos eléctricos y magnéticos del conjunto tie-
nen las propiedades de una onda clasica, caracterizada por la fase, ademas de la frecuencia y la
amplitud. Puesto que en este dominio los cuantos interactuan con la materia en conjuntos cohe-
rentes, es decir colectivamente y no individualmente, la nocién misma de fotoén pierde significa-
cion. De hecho, en este régimen los fotones son inobservables. El rango de onda clasica' abarca
las frecuencias por debajo de =~ 0.01KT /h y comprende menos del 3% de la energia radiante to-
tal. Para 5700 °K corresponde a A >0.025 cm y para 300°K, A >0.5 cm.

Los dos comportamientos que se acaban de comentar representan los casos extremos de altas y
bajas frecuencias. La radiacion térmica de frecuencias intermedias (0.01KT /h<v <2KT/h)
tiene parte de las caracteristicas de onda clasica y parte de las caracteristicas de particula clasica,
ya que la transicion entre ambos regimenes es continua. Vemos asi que la descripcion cuantica
de la radiacion incorpora la dualidad onda-corptsculo de la cual hablamos en el Capitulo 4, y le
da un significado mas preciso.

Para terminar esta discusion de la radiacion de cuerpo negro, observemos que si bien la presente
deduccion de la (15.66) y la que dimos en el Capitulo 4 son esencialmente equivalentes, hay una
diferencia conceptual entre ellas que conviene subrayar. Mientras en el Capitulo 4 consideramos

1 . . . .y . ’ .. r .
’ Hay algunas excepciones, como por ejemplo la radiacion de sincrotron emitida por fuentes césmicas

(radiogalaxias y quasars).

" Aqui estamos empleando los términos “coherente” e “incoherente” en un sentido algo diferente del habitual en la
Optica clasica.

' Puesto que éste es el rango donde se ponen de manifiesto los efectos de la indistinguibilidad de los fotones, es
aqui donde ocurren los efectos cuanticos de la estadistica de los fotones. Desde este punto de vista se puede afirmar
que la onda electromagnética clésica es, en realidad, un efecto cuantico debido a la presencia de muchos fotones

coherentes.

245



15. Estadisticas Cuanticas

que cada modo normal del campo de radiacion esta cuantificado, de modo que su energia toma
solamente los valores discretos O, hv, 2hv, ..., ahora estamos considerando la radiacién como un
sistema de particulas idénticas (los cuantos del campo, es decir los fotones), cada una de las
cuales tiene una energia hv.

La emision y absorcion de fotones

La naturaleza Bosonica de los fotones tiene importantes consecuencias sobre los fenomenos de
interaccion entre la radiacion y la materia. Si bien para el estudio detallado de estos procesos
hace falta la Electrodindmica Cuantica (EDC), que no vamos a tratar en estas notas, es posible
deducir algunos aspectos fundamentales de la interaccion radiacidn-materia en base a argumen-
tos sencillos, sin necesidad de invocar la EDC. Eso es lo que vamos a hacer aqui.

Emision y absorcion de fotones y la distribucion de Planck

Nuestra deduccion de la estadistica (15.64) del gas de fotones se basé en la distribucion de Bose-
Einstein, que se obtiene de la Mecanica Estadistica considerando la distribucion gran canonica
de un sistema de Bosones en equilibrio a temperatura y volumen fijos, con el requerimiento adi-
cional que el potencial quimico del gas de fotones es nulo (porque la emision y absorcion de fo-
tones por la materia determina el nimero total de fotones de la cavidad, de modo que éste no
esta determinado a priori). Vamos a mostrar ahora que se puede llegar a la (15.64) directamente,
considerando explicitamente 1os procesos de emision y absorcion.

— €b D — eb
- .
hv=e,—e, hv=e,—e,
absorcion emision

Fig. 15.8. Dos estados estacionarios particulares y, y ¥, de un dtomo. En la transicion
a— b el atomo absorbe un foton de energia € = hv = g, — €,. Viceversa, en la transicion
b — a el atomo emite un foton de la misma energia.

Sean dos estados estacionarios particulares ¥, y ¥, de un atomo de las paredes de la cavidad,
de energias'® e,y & ,con & <g, (Fig. 15.8). Entonces, en la transiciéon a— b el atomo ab-
sorbe un foton de energia

e=hv=g,-¢ (15.70)

'® Aqui a y b indican el conjunto de los niimeros cuanticos que identifican el estado. Para cada nivel de energia hay,

en general, varios estados degenerados, pero nosotros estamos considerando ahora uno entre ellos en particular.
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viceversa, en la transicion b — a el atomo emite un foton de la misma energia. Ahora bien, hay
muchos estados fotonicos ¢; con energia € (su numero estd dado por la (15.65)), que describen
las diferentes direcciones de propagacion y polarizacion del mismo. Nosotros estamos interesa-
dos ahora en uno solo de ellos, correspondiente a una particular direcciéon de propagacion y una
polarizacién determinada, que designaremos con ¢,. Consideremos entonces una transicion
a— b en la cual el atomo que inicialmente esta en el estado 14 absorbe un foton en el estado
¢y La probabilidad P,_. que en la unidad de tiempo ocurra esta transicion esta dada por

I:)a—>b = paTa,nk—>b,nk -1 (15-71)

Aqui p, = €% /Z esla probabilidad que el tomo esté en el estado 14, y

Tarnk_)bvnk 1= ('L/Jb@nk ~1s ﬁint,k‘/’a(pnk ) |2 (15.72)

es la probabilidad de transicion por unidad de tiempo desde el estado inicial ¥ @, al estado
final 9, @y, _; del sistema (atomo + radiacion'’) y £ nt k €8 €l término del Hamiltoniano que des-
cribe la interaccion del atomo con el foton ¢,. Del mismo modo, la probabilidad R,_,; que en la
unidad de tiempo el atomo que se encuentra en el estado 1, emita un foton en el estado ¢ es

I:1)—>a = prb,nk—>a,nk +1 (15-73)

donde p, = €% /Z es la probabilidad que el tomo esté en el estado 1, y

Tb,nk —a,n +1 =[(y a(DnK wh nt,k¥ b¢nk ) |2 (15.74)

es la probabilidad de transicion del estado inicial ¢, @y, al estado final ¥ Py, 1.
No conocemos fy; , pero claramente, es razonable suponer que debe ser de la forma

fingk = Mt i + W B (15.75)

donde & y él son los operadores de creacion y de aniquilacion de un foton en el estado ¢y, cu-
yos elementos de matriz (ecs. (14.32) y (14.35)) son, respectivamente

A-'-nk +1

B = (Pn 1 &Py ) =Ny AT = (@ Bl )= nc+1 (15.76)

¥ hnk v su conjugado Hermitiano hj, son operadores'® que acttian sobre las funciones de
onda del atomo. La forma exacta de Ry v hTm,k depende de las variables dindmicas que des-
criben las cargas y corrientes eléctricas atomicas y de la funcion de onda ¢ del fotén que des-
cribe los campos electromagnéticos asociados con el mismo; veremos que para nuestros fines no
hace falta conocerla en detalle. Sustituyendo entonces (15.75) y (15.76) en (15.72) resulta

Ta,nk—>b,nk—1 =| (Wba hnt,kWa) |2 (¢nk—1’ék¢nk) |2= Nk |(Wb,hnt,kWa) |2 (15-77)

"7 En la designacion de @ damos por sobreentendidos los niimeros de ocupacion que no cambian en la transicion.
'8 Estos operadores describen la interaccion de las cargas y corrientes atémicas con el campo electromagnético del

fotén.
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Haciendo las mismas sustituciones en (15.74) y observando que
| as Wi b) Pl (R an ) P=l @, ) (15.78)

obtenemos

To.n, —an, +1 = (W hheitn) Pl (¢nk+17él¢nk) P= (% + D | @ o hnpva) P (15.79)

Se puede notar que las (15.77) y (15.79) implican que las probabilidades de transicién por uni-
dad de tiempo de un proceso y su inverso son iguales, es decir

Tan —bn -1 = Ton -1->an, (15.80)

lo cual significa que en los procesos de emision y absorcion se cumple el principio del balance
detallado que mencionamos en el Capitulo 14. Esto es consecuencia de la Hermiticidad de £ ,
que se advierte en la (15.75). La presencia de los factores n, y ng +1 en (15.77) y (15.79) se
debe a la naturaleza Bosonica del foton.

Ahora bien, si la radiacion estd en equilibrio térmico a la temperatura 7 se debe cumplir que
P,—.p = B,_. 5. Resulta por lo tanto que

nefe =n +1 (15.81)

Es importante observar que puesto que Py, y B, contienen ambos el factor (yp, Nk ta) I,
éste se cancela al imponer la condicion P,_,,, = B,_, 5, lo cual implica que el mismo resultado
(15.81) se obtiene al considerar las transiciones entre cualquier par de los estados atomicos de-
generados de energias €, y €, que llevan a la emision y absorcion de un foton ¢.

De la (15.81) obtenemos de inmediato

Ng = eﬁ+—1 (15.82)
que es la (15.64). Vemos por lo tanto que la distribucion de Planck es una consecuencia de tres
hechos: (a) que la dindmica de los procesos de emision y absorcion de fotones cumple con el
principio del balance detallado, (b) que los fotones son Bosones y (¢) que hay equilibrio térmico.
La fisica de la interaccion entre atomos y fotones: emision espontanea y estimulada

Imaginemos un atomo que estd efectuando una transicion del estado v, al estado 1y, en la cual
absorbe un fotén ¢, de frecuencia v = (g, - €,)/h (o viceversa, una transicion del estado 1y, al
estado 1, en la cual emite un foton de esa frecuencia). En un instante dado durante la transicion
su estado estd descripto por una funcion de onda de la forma

W(t) = Ca(t)y a6 4 ¢y (tyyp et/ (15.83)

donde c,4(t) y Cy(t) son ciertos coeficientes que dependen del tiempo (no nos interesa por el
momento la normalizacion de ¥W). La densidad de probabilidad es entonces proporcional a

[W() P=lca(t) Plya P +1co(t) Pl P +2Relci(t)on (b appe @) ] (15.84)
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y como se ve tiene una parte que oscila con la frecuencia v = (g, — €,)/h. Del mismo modo, si
se calcula la corriente de probabilidad, se encuentra que contiene una parte que oscila con la
misma frecuencia v. Puesto que la densidad de probabilidad y la corriente de probabilidad estan
relacionadas con las distribuciones espaciales de carga y corriente eléctrica del a&tomo, vemos
que el estado ¥ describe distribuciones de cargas y corrientes que oscilan con la misma frecuen-
cia que lo hacen los campos electromagnéticos del foton que esta siendo absorbido (o emitido).
Esta observacion sugiere que el fendmeno de absorcion (o de emision) de radiacion por parte de
un atomo es analogo al aumento (o disminucién) de la energia de un oscilador que esta siendo
forzado a oscilar por una fuerza aplicada, en resonancia con su frecuencia natural. Que el oscila-
dor gane o pierda energia en este proceso, depende de la fase relativa entre sus oscilaciones y las
de la fuerza excitadora. Esta es la imagen cldsica de la absorcion y emision de radiacion por
parte de un atomo. De acuerdo con esta imagen es natural pensar que tanto la absorciéon como la
emision de radiacion son procesos estimulados (o inducidos) por la presencia del campo de ra-
diacién de la frecuencia que corresponde a la transicion, y que su probabilidad debe ser propor-
cional a la intensidad del mismo.

Por otra parte los resultados anteriores (15.77) y (15.79) nos muestran que las probabilidades de
transicion por unidad de tiempo para la absorcion y emision de un foton ¢ estan dadas por

Ta,nk—>b,nk—1 =Ny |(¢b!hnt,k@Ua) |2 absorcion (15.85)
Tb,nk—>a,nk+1 =(ng+1) | (U’b’hnt,kWa) |2 emision .
Observemos que la intensidad del campo de radiacion de frecuencia v (y direccion de propaga-
cion y polarizacion correspondientes a ¢, ) es proporcional a la energia del mismo, esto es, a
nghv. Vemos por lo tanto que la tasa de absorcion es efectivamente proporcional a la intensidad
del campo, tal como esperdbamos. No ocurre lo mismo con la emision, cuya tasa resulta propor-
cional a n +1, lo que implica que el &tomo puede emitir un fotén aun cuando la energia del
campo de radiacion de frecuencia v es nula. Este es un resultado puramente cudntico, que pro-
viene del principio de incerteza, que prohibe que el campo electromagnético sea estrictamente
nulo". Debido a ello, en ausencia de fotones el campo tiene igualmente fluctuaciones, y son es-
tas fluctuaciones las que provocan la emision del &tomo cuando ny = 0.
Es logico entonces escribir Ty, .5, 41 como la suma de dos contribuciones: la que se debe a la
emision espontdnea provocada por las fluctuaciones de vacio del campo electromagnético y la
emision estimulada por los fotones ¢, presentes, esto es

_T€ i
Tb,nk—>a,nk s1= Tb,nk—>a,nk 17t Tb,nk—>a,nk +1

Tbe,nk—>a,nk +1 7 | ("L/Jb’ hnt,kwa) |2 emision eSponténea (15-85)
Ttl),nk—>a,nk+1 = r]k |(¢b’hnt,kI/Ja) IZ emision estimulada

% Sin entrar en detalles, al tratar en forma cuantica el campo electromagnético, de acuerdo con los lineamientos
expuestos en el Capitulo 14, se deben interpretar las ecuaciones de Maxwell como las ecuaciones de los operadores
del campo. De resultas de ello las componentes de los campos E y B son operadores que satisfacen ciertas
relaciones de conmutacion, las cuales tienen como consecuencia (entre otras) que en el estado de vacio los campos

eléctrico y magnético no son estrictamente nulos sino que fluctan.
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Por otra parte, como es obvio, la absorcion es siempre estimulada.

Tal como vimos anteriormente, el grueso del espectro de la radiacion que proviene de fuentes
naturales es incoherente pues corresponde a nimeros de ocupacion n, << 1. Por lo tanto la emi-
sion estimulada es inobservable en esas condiciones: la emision es en su totalidad espontanea.
Veremos en breve bajo qué condiciones es posible observar la emision estimulada y cuales son
sus peculiares caracteristicas.

Los coeficientes de Einstein

Las tasas segun las cuales tienen lugar los procesos de absorcion y emision de radiacion por
parte de un atomo estan determinadas, como acabamos de ver, por las probabilidades de transi-
cion. Cabe observar, sin embargo, que las probabilidades de transicion que consideramos en la
Seccion anterior se refieren a transiciones entre dos particulares estados atdmicos 4y Py, ele-
gidos entre los g, estados degenerados del nivel €, y los g, estados degenerados del nivel g,
asociadas con la emision o absorcion de un foton de energia € = hv = g, — €, y con una determi-
nada direccion de propagacion y una dada polarizacion, correspondientes a un particular estado
¢y Por otra parte el estudioso estd muchas veces interesado en conocer la intensidad de la radia-
cion de una dada frecuencia v absorbida o emitida por un conjunto de muchos atomos debido a
transiciones entre los niveles €, y ,, y no le importa saber en cuéles estados particulares y, y
Y}, se encuentra cada 4&tomo antes y después de la transicion, ni tampoco en conocer la direccion
de propagacion y la polarizacion de los fotones involucrados. En este caso, las probabilidades de
transicion relevantes para la absorcion (A) y la emision (E) son

Ta=Toe YV Te=To e (15.86)

donde T _.q es la probabilidad que el atomo que se encuentra en uno cualquiera de los estados
del nivel e, efectie una transicion a uno cualquiera de los estados del nivel g,, sin que importe
ni la direccion de propagacion ni la polarizacién del foton absorbido y Ty . es la probabilidad
que el a&tomo que estd en un estado del nivel g, efectiie una transicion a un estado del nivel €,
cualesquiera sean la direccion de propagacion y la polarizacion del fotén emitido. Estas proba-
bilidades de transicion se relacionan con las Ty pn -1 Y Ton, —an, +1 dadas porla (15.77) y la
(15.79) por medio de

2

2
Teive, = Do Tan—bn-1dK Y To e =—> > [Thn—ans10k (15.87)
a bk b ‘a bk

a

Aqui las sumas comprenden los g, estados degenerados del nivel €, y los g, estados degenera-
dos del nivel g,, y la integral se extiende sobre todas las direcciones de propagacion del foton; el
factor 2 toma en cuanta las dos polarizaciones del foton, y la division por el factor de degenera-
cion del estado inicial se debe a que hay que promediar sobre los diferentes estados iniciales de-
generados puesto que todos ellos son igualmente probables.

Es importante observar que debido a las transiciones originadas por los procesos radiativos y por
las colisiones que ocurren en el medio, los estados atobmicos no son estrictamente estacionarios,
sino que tienen una “vida media” 7;, que depende del estado ; y de la densidad y temperatura
del medio, que determinan la frecuencia de las colisiones. Por este motivo las energias de los
estados atomicos estan indeterminadas dentro de una incerteza Ag =~ h/t;. Por lo tanto las lineas
espectrales (sea de emision como de absorcidon) no son estrictamente monocromaticas, pues los
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fotones provenientes de distintos a&tomos tienen energias que difieren en cantidades del orden de
Ag. Las integrales en (15.87) se tienen que extender entonces sobre un intervalo de energias del
foton del orden de Ae alrededor de €. Esto da lugar a un perfil de linea de ancho no nulo, des-
cripto por una funcion f(v) cuya forma precisa depende los procesos que determinan la vida
media del nivel. La funciéon f(v) tiene un maximo en v = vy = ¢/h y tiende rapidamente a cero
al crecer |v — v |; es habitual normalizarla de modo que

ofof(V)dv =1 (15.88)
0

Para tratar estos problemas es Util emplear los coeficientes de Einstein, que se relacionan con Ty
y Tg, y que se pueden determinar a partir de magnitudes facilmente medibles. Asi, escribiremos
que la probabilidad que en ausencia de radiacion el &tomo que estd en un estado del nivel g,
emita espontaneamente un foton de frecuencia comprendida entre vy v + dv esta dada por

Ap—af(v)dv (15.89)

donde A, _. , es el coeficiente de Einstein de emision espontdnea, y representa la probabilidad
que en la unidad de tiempo el atomo efectie espontancamente la transicion b — a, cualquiera
sea la frecuencia del foton emitido.

Supongamos ahora que el atomo estd en presencia de radiacion, cuya densidad espectral de
energia es U(v). La presencia del campo de radiaciéon cambia la situacion anterior de dos mane-
ras: (a) si el atomo esta en el nivel g, la probabilidad de la transiciéon b — a cambia; (b) si el
atomo esta en el estado €, se torna posible la transicion a — b por absorcion de un foton. Puesto
que ambos efectos se deben al campo es logico suponer que en el primer caso la probabilidad de
emitir un foton de frecuencia entre vy v + dv sea ahora

[A_af(v)+ By u(v) f'(v)]dv (15.90)

y en el segundo caso, la probabilidad de absorcion sea

B pu(v) f(v)dv (15.91)

Las nuevas funciones f'(v) y f”(v) tienen sus maximos en v = vy = €/ h, tienden rapidamente
a cero al crecer |v — v | y estan normalizadas del mismo modo que f(v). 4 priori, las tres fun-
ciones f, f' y " pueden ser diferentes, pero hay por lo menos un caso, aquél en que el atomo
forma parte de un sistema en equilibrio termodindmico, en que f = f' = f” y por ese motivo de
supone que son siempre idénticas. Las cantidades B,_,, y B,_., son, respectivamente, los coe-
ficientes de Einstein de emision estimulada y de absorcion. Los coeficientes de Einstein son
constantes caracteristicas de los niveles a y b, y se pueden calcular tedéricamente en términos de
los elementos de matriz de h  usando las expresiones (15.87), o en su defecto se pueden de-
terminar experimentalmente.

Es facil mostrar que entre los tres coeficientes de Einstein deben existir dos relaciones™, y por
ese motivo una vez que se conoce uno de ellos se pueden calcular de inmediato los otros dos. En

0 Estas relaciones son consecuencia del principio del balance detallado y de la naturaleza Bosénica de los fotones.

251



15. Estadisticas Cuanticas

efecto, consideremos la radiacion en una cavidad y los atomos de sus paredes, en equilibrio ter-
modindamico a la temperatura 7. La relacion entre el nimero de &tomos en niveles a y b esta dada
por la distribucién de Boltzmann

No _ 9 o-pley-e.) _ 9 ope (15.92)
Ny 0 %a

D

El niimero de atomos que en la unidad de tiempo efectuan la transicion b — a (por emision
tanto espontanea como estimulada, y suponiendo f = f') resulta ser

Np [[Ap—a + Bo—aU(V)]F(V)dv = Np[A, .4 + By aU(vo)] (15.93)
0

dado que u(v) varia muy lentamente con v. Del mismo modo, el nimero de atomos que en la
unidad de tiempo efecttian la transicion a — b (suponiendo f = f")es

Na}oBa%bu(v) f(v)dv = NyB,_.pu(vp) (15.94)
0

En el equilibrio termodindmico estos nimeros deben ser iguales entre si, de modo que

No ___ Bapllvo) (15.95)
Na  Ayoa+ Byoa(vo)
Usando la (15.92) y omitiendo el subindice 0, obtenemos
% ope __ Bapllv) (15.96)

9a Apsa+ By qu(v)

La densidad espectral de energia radiante u(v,T) esta dada por la (15.66) y entonces tenemos

8rhv3
Ba—>b c3

O ope _ 15.97
© 8rhv3 (15.97)

@ DAt g

Esta ecuacion vale para toda T; en particular, para T — o se tiene que e¢ -1y e/ —1y
por lo tanto se debe tener que

ObBo—a = 9aBasb (15.98)

Sustituyendo este resultado en la (15.97) se obtiene una identidad si

8rhv3
Apsa = BcHa—C3 (15.99)

Las relaciones (15.98) y (15.99) son las relaciones buscadas. Las obtuvimos para el caso del
equilibrio termodindmico, pero puesto que se trata de relaciones entre constantes valen siempre.
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Relacién entre los coeficientes de Einstein y las magnitudes macroscopicas

La variacion de la intensidad de un haz de radiacion de frecuencia v que atraviesa un espesor dx
de un medio en el cual no tienen lugar procesos de emision o de difusion es, por definicion

di (v) = —ku(v)dx (15.100)

donde K es el coeficiente de absorcion. La contribucion del haz a la densidad de energia radiante
esta dada por 4l (v)/c, luego la variacion de u(v) en el lapso dt = dx/c que emplea el haz en
atravesar el espesor dx es

du(v) = —ku(v)cdt (15.100)

Por otra parte, si la atenuacion se debe a las transiciones & — b de los a&tomos que se encuentran
en el nivel e,, usando la definicion (15.91) del coeficiente de Einstein B,_,,, se debe tener que

du(v) = —hvN B, _. pu(v)cdt (15.101)

puesto que cada transicion sustrae del haz un foton de energia hv. Comparando (15.100) con
(15.101) se obtiene la siguiente relacion entre k' y By, p:

LAV (15.102)
Cc

En nuestro argumento no tomamos en cuenta, sin embargo, que el haz de radiacion estimula la
emision de los &tomos del nivel &, que se manifiesta como una absorcion negativa. Luego para
obtener el verdadero coeficiente de absorcion tenemos que restar del miembro derecho de la
(15.102) la cantidad hv NyB,_,,/c. Por lo tanto el coeficiente de absorcion correcto es

hv hv N - hv N
K'= ?(NaBa—>b - NpBy.a) = NaBa—>b( - _bb) = ? NaBa—>b(1_ %N_b) (15.103)

C Na Ba—>b Oy Na

donde usamos la relacion (15.98). Si los atomos estan en equilibrio termodinadmico a la tempe-
ratura 7 obtenemos entonces

K' =&NaBa_)b(1—e‘hV/kT) (15.104)
C

De momento que hemos incluido la emision estimulada en el coeficiente de absorcion, la emisi-
vidad j esta dada solamente por la emision espontanea. Por lo tanto

i =L NpA (15.105)
4

de donde resulta, recordando las relaciones entre los coeficientes de Einstein, la Ley de
Kirchhoff-Planck:

2hy3 1
c2 eIk 1~ B, (T)

(15.106)

b
KI
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Si se ignora la emision inducida, es decir, si se usa la expresion (15.102) del coeficiente de ab-
sorcion en lugar de la (15.104), se obtiene en lugar de la (15.106) la expresion

_ 2hy3

L _E v _ B (T) (hv >> KT) (15.107)
K C

que es una aproximacion de la Ley de Kirchhoff-Planck que vale para hv >> KT, es decir en el
limite en que los fotones se comportan como particulas clasicas.

En el limite opuesto, cuando hv << KT, la emision estimulada domina al punto que se puede ig-
norar la emision espontanea. En este caso, de la (15.104) resulta que

K' = —T NaBa—>b (hV << kT) (15108)

a partir de la cual se obtiene la bien conocida relacién de Rayleigh-Jeans para la relacion entre la
emisividad y el coeficiente de absorcion

-2l

B, (T) (hv << KT) (15.108)

en este limite de onda clasica la constante de Planck no interviene en B, (T).

El efecto laser

Consideremos la expresion (15.03) del coeficiente de absorcion, que tiene validez general:

hv g, N
'=—N,B _,|1-Z2a_b 15.109
¢ c aBa b( gb Na) ( )

En el equilibrio térmico tenemos que

1-%MNo _q_ ok (15.110)
O Na

de manera que k' >0, lo que significa que la absorcion domina sobre la emision estimulada y
por lo tanto el coeficiente de absorcidn es positivo, lo que significa que el haz de luz se ateniia al
atravesar el medio. Sin embargo, en condiciones particulares, puede ocurrir que

9aNo 4 (15.111)
O Na

y en este caso se tiene que la emision estimulada domina sobre la absorcion: el coeficiente de
absorcion es entonces negativo. De resultas de ello el haz de luz se amplifica al atravesar el me-
dio. Este fenomeno se denomina efecto laser®' y toda fuente luminosa que aprovecha este efecto
se denomina laser. Para que tenga lugar el efecto laser es preciso que las poblaciones de los ni-
veles 6, y €, que intervienen en la transicion estén fuera del equilibrio térmico, de manera que

2L E] término laser es un acrénimo derivado de la frase “light amplification by stimulated emission of radiation” que

describe en inglés el fendomeno de la amplificacion de luz por emision estimulada de radiacion.
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se pueda satisfacer la condicion (15.110). Dicho en pocas palabras, la poblacion del nivel de mas
alta energia ( &,) debe ser significativamente mayor que la que corresponderia al equilibrio, cir-
cunstancia que en la jerga se denomina inversion de poblaciones. Hay diferentes técnicas™ para
conseguir este resultado, que no vamos a comentar porque el lector interesado las puede estudiar
en la literatura especializada. Aqui nos limitaremos a describir brevemente las peculiares carac-
teristicas de la luz laser y algunos interesantes y novedosos fenomenos a que da lugar, debido a
los cuales el laser es un fértil campo de investigacion sea pura como aplicada, ademas de tener
numerosas aplicaciones (que es imposible tratar en el breve espacio de estas notas).

El elemento esencial de todo laser es el medio activo, que puede ser solido, liquido o gaseoso,
donde se produce la inversion de poblaciones de los niveles de interés mediante una técnica
oportuna (descargas eléctricas, bombeo dOptico, reacciones quimicas, etc.). El funcionamiento del
laser puede ser tanto continuo (como el familiar laser de He-Ne) como pulsado. En ambos casos
el medio activo tiene que estar colocado dentro de un resonador dptico (esencialmente un
interferémetro de Fabry-Pérot) que selecciona una particular direccion, de modo que los fotones
emitidos en esa direccion atraviesan el medio activo muchas veces estimulando la emision de
mas fotones en cada pasada. De esa forma la poblacion de un particular estado fotonico ¢ se
torna muy numerosa, y parte de la misma sale del dispositivo como un haz coherente (pues todos
los fotones, que ocupan el mismo estado, estdn en fase entre si) y perfectamente colimado. Para
muchas aplicaciones este haz es suficiente. Si se necesitan haces de mayor intensidad, se em-
plean dispositivos mas complejos que consisten de cadenas cuyo eslabén primario es el laser
que acabamos de describir (que se llama oscilador) el cual genera un haz que luego pasa sucesi-
vamente por una serie de amplificadores, que son unidades cada una de las cuales contiene el
medio activo, pero que a diferencia del oscilador no poseen resonador 6ptico. Como el nombre
lo indica la funcion de estas unidades es amplificar el haz que sale del oscilador hasta alcanzar la
intensidad que se desea.

La radiacion laser tiene caracteristicas diferentes de la radiacion que proviene de las fuentes na-
turales (térmicas). Puesto que los fotones estan en el mismo estado, son coherentes (mientras que
los que provienen de fuentes térmicas son mayormente incoherentes). Esto hace que se com-
porten como una onda electromagnética clasica (dado que n, >>1) lo que permite, entre otras
cosas, observar con suma facilidad los fenomenos de interferencia y difraccion, que normal-
mente no se ponen en evidencia con la luz ordinaria a menos de tomar los particulares recaudos
descriptos en los textos de Optica a fin de evitar los efectos de la falta de coherencia de los foto-
nes. La otra consecuencia de la coherencia es que los fotones de un rayo laser pueden interactuar
colectivamente (y no so6lo individualmente, como ocurre con la luz ordinaria) con la materia.
Esto da lugar a fendmenos no lineales peculiares cuando la intensidad del haz laser es muy
grande.

Sin entrar en detalles, se puede decir que no hay limite (salvo en lo que se refiere al costo) a la
potencia maxima del laser, y que enfocando el haz que produce es posible alcanzar enormes
densidades de energia, imposibles de obtener con fuentes térmicas. Por ejemplo, con un laser

*2 Si bien la emision estimulada fue reconocida por Einstein en su famoso trabajo de 1917, tuvieron que pasar cuatro
décadas antes que Charles Townes, A. I. Schawlow, Nikolay Basov y Aleksandr Prokhorov demostraran la
posibilidad de construir un laser optico y que en 1960 Theodore Maiman desarrollara el primer laser de rubi. Desde
entonces el progreso fue vertiginoso, y hoy existe una gran variedad de laser que se emplean en las mas variadas

aplicaciones, en las que se aprovecha la altisima colimacion, la coherencia y la gran potencia de la radiacion laser.
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pulsado de vidrio-Nd, que emite luz de A =1.06 um, se han obtenido intensidades de 10'®
W/em? en el foco™. Una sencilla cuenta muestra que esta intensidad corresponde a tener una
densidad de energia de 200 eV/A® (1 A’ es el orden de magnitud del volumen de un 4tomo), que
implica campos eléctricos del orden de 10'* V/m.

Sin necesidad de llegar a valores tan extremos, la interaccion luz laser-materia con haces de gran
intensidad se caracteriza porque se tiene siempre un gran numero de fotones coherentes que inte-
ractian simultaneamente™ sobre cada atomo iluminado por el haz. Ocurren entonces una varie-
dad de fenomenos no lineales que no se observan con la luz ordinaria. Algunos de ellos han en-
contrado importantes aplicaciones. Mencionaremos aqui el efecto fotoeléctrico multifotonico, la
excitacion multifotonica y la ionizacion multifotonica de niveles atomicos.

En el efecto fotoeléctrico producido con luz ordinaria (incoherente) cada fotoelectron absorbe un
unico fotén y se cumple la relacion de Einstein (4.18) entre la frecuencia de la radiacion y la
energia cinética K5, de los fotoelectrones

Koax = NV — Wy (15.112)

donde Wy es la funcion trabajo, que es una caracteristica del metal empleado como fotocéatodo.
Si v <vy=Wy/h, los fotones no tienen energia suficiente para extraer fotoelectrones y no hay
efecto fotoeléctrico, por grande que sea la intensidad (o sea el flujo de fotones) del haz de luz.
Pero cuando los fotones son coherentes, y si la intensidad del haz es suficiente, se puede produ-
cir el efecto fotoeléctrico multifotonico, en el cual cada fotoelectron absorbe simultaneamente
cierto nimero A de fotones. En este caso, la (15.112) se debe modificar, y se tiene que

Kmax = N hv = wq (15.113)

y entonces la frecuencia minima necesaria no es vq sino vgy = v/ N =W/ N h. Si el haz es
muy intenso, N puede ser un nimero muy grande, y entonces el efecto fotoeléctrico ocurre para
(casi) cualquier frecuencia, tal como seria de acuerdo con la teoria ondulatoria cldsica del campo
electromagnético.

En la excitacion multifotonica se provoca una transicion atomica desde un nivel €, a un nivel g,
de mayor energia usando fotones cuya energia es una fraccion (la mitad, un tercio, ...) de la di-
ferencia ¢ = g, — €, (Fig. 15.9a). En efecto, s1  fotones idénticos (en el caso de la absorcion V-
fotonica) cada uno de los cuales tiene la energia hv,, = ¢/ llegan al 4tomo dentro de un inter-
valo de tiempo suficientemente breve, el atomo responde como si fuesen un unico foton de la
frecuencia correcta v = ¢/h=Nv,, y puede absorberlos, realizando la transicion e, — &,. Se
trata de un proceso no lineal, y por lo tanto depende de la intensidad del haz laser. Si el nivel g,
pertenece al continuo (Fig. 15.9b), el proceso se denomina ionizacion multifotonica. Ademas del
interés puramente cientifico que presentan estos procesos, la excitacion multifotonica tiene hoy
una importante aplicacion, la microscopia por fluorescencia multifotonica, que permite obtener
imagenes tridimensionales de muy alta resolucion.

» Segun la ley de Stefan-Boltzmann la radiancia de un cuerpo negro a la temperatura de la superficie del Sol (5700
°K) es de 6x10° W/cm?. Para alcanzar una intensidad de 10'® W/ecm? (pero distribuida en todo el espectro) con una
fuente térmica, se precisa 7> 2x 10’ °K. Tan solo una minima fraccion de la misma se encontraria en el intervalo de
frecuencias correspondiente al entorno de A = 1.06 um.

* Puesto que estos fotones son coherentes, se pueden describir por medio de un campo electromagnético clasico.
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Fig. 15.9. Procesos no lineales en la interaccion entre la luz laser y los 4tomos: (a) excita-
cién multifotonica; (b) ionizacion multifotonica.

El gas perfecto de Fermiones

De acuerdo con las ecs. (15.26) y (15.27), en un gas de Fermiones que no interactiian se tiene

1 o 1
1 eﬁ(gi_ﬂ) +1 ’ _iEeﬁ(gi_.u) +1

>

(15.113)

Introduciendo la densidad de estados por unidad de intervalo de energia f(€), la sumatoria de la
segunda de las (15.113) se puede escribir como una integral

327 12
+]) J f(g)dg (2m) e de (15.114)

n= Eeﬁ(e. ) 4 ehle-u) 4 1)271V\ h2 ) Jeﬁ(s—u) +1
0

donde s es el spin, y usamos la expresion (9.19) de f(¢), que se dedujo considerando los estados
estacionarios de una particula libre de masa m que se mueve en una caja de volumen V. El factor
2s+1 en (15.114) tiene en cuenta los diferentes estados de spin de las particulas. En lo sucesivo
vamos a suponer que S=1/2. Haciendo el cambio de variable z= e, la (15.114) se escribe
como

— 477

=47\ 15.115
\ h? ) ez Pu 41 \ h? ) e? + b ( )
0 0

(2ka\3/2J 72124z /2ka\3/2 Mﬁj 2A'2dz

Esta es entonces la ecuacion que determina el potencial quimico u, que como se ve, es funcion
de 7, Vyn.

La energia de Fermi y las propiedades del gas de Fermiones en el cero absoluto

Llamaremos energia de Fermi, por definicion, a

eg =u(T=0V,n) (15.116)
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Vamos a ver ahora que &g debe ser positivo. En efecto, si se tuviera eg <0, en el limite T — 0
tendriamos que upf — egff — -, y puesto que

1/2 o

2tz [2%e7dz A (15.117)
e? +e'f 2

0

se tendria que en ese limite el miembro derecho de la (15.115) se anularia, lo que es absurdo
pues implicaria n= 0. Por lo tanto debe ser &g > 0. Tenemos entonces que para T =0 los ni-
meros de ocupacion medios de los estados valen

ﬁi=

1 {1 RS (15.118)

eflei-er) 11710 s & > €

Este resultado tiene una clara interpretacion: cuando T = O el gas de Fermiones esté en el estado
de minima energia, en el cual las particulas ocupan los n estados 1; de menor energia, pues el
principio de exclusion no permite que haya mas de una particula en cada estado (las diferentes
orientaciones del spin estan tenidas en cuenta por el factor 2s+1 en la (15.114)). Estos estados
son aquellos cuya energia es menor que £g, que es la energia del nivel mas alto ocupado para
T = 0. Esto permite determinar e, pues para T =0 la (15.114) (con s=1/2) se reduce a

n=dnv( M redizge ZE0y(EM T2 (1) (15.119)
2 2 F
\he ) g 3 (e
de donde obtenemos
h? /3 n
°F = 2m<875 v) (15.120)

De la (15.120) se ve que la energia de Fermi es inversamente proporcional a la masa de las parti-
culas, y proporcional a la potencia 3/2 de su concentraciéon media n/V.
La temperatura de Fermi se define por medio de e = KT y vale

Te=—|—— (15.121)

y la velocidad de Fermi se define por medio de Vg =./2eg /m. En la Tabla 15.1 damos los valo-
res de eg, Tg y Vg para los electrones de conduccion de algunos metales.
Es facil calcular el valor de la energia interna del gas de Fermiones en el cero absoluto:

3/2 €f

(2m) [e¥2de - gngF -E (T=0)  (15.122)
0

E=2Ven =4nV —
2em =4 1)

Se puede mostrar (no lo haremos aqui) que la entropia del gas de Fermiones es nula en el cero

absoluto, de acuerdo con la Tercera Ley de la Termodinamica. Usando la relacion de Euler®

¥ Ver el Capitulo 8 de Termodinamica e Introduccién a la Mecénica Estadistica.

258



15. Estadisticas Cuanticas
E=TS- pV+un (15.123)

es facil calcular que en el cero absoluto la presion vale

2n
p=pg = EVSF (T=0) (15.124)

Por lo tanto un gas de Fermiones tiene una presion no nula en el cero absoluto.

Tabla 15.1: Valores de e, Tg y Vg para los electrones de conduccion de algunos metales.

Elemento  n/V (10* cm™ e (V)  Te (10*°K) v (10° cm/s)

Li 4.60 4.7 5.5 1.30
K 1.34 2.1 24 0.85
Cu 8.50 7.0 8.2 1.56
Au 5.90 5.5 6.4 1.39

El potencial quimico del gas de Fermiones

Para calcular el potencial quimico conviene expresar el nimero de particulas en funcion de la
temperatura de Fermi. De la (15.121) obtenemos que

3/2
. gv( 2mKTe

15.125
3\ n) ( )
Introduciendo esta expresion en la (15.115) y usando la (15.44) obtenemos entonces
3/2
1= (T Lig o (—€P) (15.126)
4 \Te

Invirtiendo esta relacion se llega al resultado buscado, que se muestra en la Fig. 15.10, donde
también representamos el valor clasico de u, que se obtiene en el limite €/ << 1 y resulta ser”

SV ( Zﬂka\Slz} (15.127)

Mclésico=_kT|n{ n\ 2 )

Para T << T, la dependencia de u en 7 es muy débil. En esta region vale’’ la aproximacion

o Zq—ldz . o ~n_q 2q(q—1):r2 .
Jez_nﬂ_ﬁur(q)uq(+en)~ : (14,—3(&1)172 ) L (n—%)  (15.128)
0

Usando la (15.128) se obtiene facilmente una expresion aproximada del potencial quimico que
vale para temperaturas bajas:

6 La (15.127) difiere de la (15.51) debido al factor 2 (que proviene del spin) en el argumento del logaritmo.
7 El célculo no es dificil pero algo engorroso y por eso no lo reproducimos aqui. El lector interesado lo puede

encontrar en Landau y Lifschitz, Statistical Physics, Pergamon.
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2

2

w~ep 1-%(%) (T<<Tp) (15.129)
F

Para T >> Tg el potencial quimico tiende a s (Ya para T > 2T la diferencia es muy pe-
quefia).

T/Tg

Fig. 15.10. Potencial quimico de un gas de Fermiones no interactuantes. Con la linea de
trazos se muestra el valor clasico de u, dado por la ec. (15.127).

Los niumeros medios de ocupacion

Es interesante calcular los nimeros medios de ocupacion, dados por la primera de las (15.113).
La Fig. 15.11 muestra N(e) para diferentes temperaturas del gas. El grafico es semilogaritmico
pues asi se aprecian mejor los apartamientos desde la distribucion clasica de Maxwell-
Boltzmann, que se representa por medio de rectas de pendiente 1/KT. Se puede observar que a
medida que se eleva la temperatura a partir de T = 0 °K, las particulas que estaban ocupando los
estados de energia mas alta, proxima a la energia de Fermi, se excitan y pasan desde los estados
con € < u aestados con ¢ > u. Para T << Tg la mayor parte de estas excitaciones afectan parti-
culas con energia cercana a € = u.

Un gas de Fermiones se dice degenerado cuando su temperatura es inferior a la temperatura de
Fermi; en el cero absoluto el gas esta completamente degenerado. En un gas degenerado, el
principio de exclusion, que no permite mas de una particula por estado, obliga las particulas a
ocupar estados de mayor energia. Si la temperatura es muy alta (T >> Tg), el sistema no es de-
generado puesto que los nimeros medios de ocupacion de los estados son mucho menores que la
unidad, y en ese caso el principio de exclusion tiene poco efecto en la practica. El gas se com-
porta entonces como un gas clasico. La transicion entre el gas completamente degenerado en
T =0y el gas clasico para T >> T es continua, pero la descripcion matematica del gas en este
rango de temperaturas es complicada.
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Fig. 15.11. Nimero de ocupacion medio en funcidn de la energia del estado para un gas de
Fermiones. Las curvas corresponden a T/Tg =0.01,0.1,0.51,1.5 2y 3. La linea hori-
zontal de trazos corresponde a N(e = u) =1/2. Se puede observar que las curvas para
T/Te =1.5,2y 3 son casi rectas, lo que indica que el comportamiento del gas es clasico,
como es de esperar porque N(e) <<1. En cambio las curvas para T/Tz =0.01, 0.1y 0.5
difieren de las rectas clasicas donde N(e) ya no se puede despreciar frente a la unidad.

Calor especifico de un gas de Fermiones

Para calcular el calor especifico molar a volumen constante procederemos de manera semejante
a como lo hicimos para el gas de Bosones. Calculamos primero la energia interna del gas

E-2Ven-2y_ b . 3pan( e (15.130)
-23 e =28 gt =5 g '
0
Usando la (15.44) obtenemos
3/2
E=-9iinM'J; Lis, ,(—€f) (15.131)
8 Te
Usando ahora la definicion (15.52) de €, y la expresion
Lig o (—€P*
u_1du_3Liyp(-e™) (15.132)

KT KdJT 2 Lip,(-ef)

que se obtiene derivando la (15.126) con respecto de 7, obtenemos entonces
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3/2
5

5 3Lig -2
2

2 Liy o -e)

Lig A —€P4) — (15.133)

Nm (T
)

En la Fig. 15.12 se puede apreciar el comportamiento del calor especifico.

1.5 b mmm o

1.0 +
¢y /R

0.5 |

1 2
T/Ty
Fig. 15.12. Calor especifico molar a volumen constante de un gas de Fermiones. Se ve que

Gy es siempre menor que el valor clasico 3R/ 2 (representado por la linea de trazos) y para
T < Tg disminuye rapidamente con 7. Para T << T la dependencia de €, en T es lineal.

Usando la (15.128) se obtienen facilmente las expresiones aproximadas de £ y G, para tempe-
raturas bajas:

2 2
Exnep |1+ 2 (1 (T<<Ty) (15.134)
5 12 \ 1o
y
~ 7 T
2 T:

El valor bajo de G, para T << T se debe a que para un cambio de temperatura del orden de 7,
cabe esperar que la energia de una particula aumente en k7. Pero para la mayoria de las particu-
las, con excepcion de aquellas cuya energia es proxima a la energia de Fermi, los estados hacia
los cuales se tendrian que excitar estan ocupados (como se puede ver de la curva correspondiente
a T =0.01Tg en la Fig. 15.11). Por lo tanto, de acuerdo con el principio de exclusion, esas parti-
culas no se pueden excitar. S6lo se pueden excitar las particulas que estan en un intervalo de
energia del orden de kT alrededor de ep, cuyo numero es del orden de

Noe = T (ep)KT (15.136)
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Por otra parte

f(eg) = 4:—3\/(2m)3’ 2¢1/2 (15.137)

Dividiendo esta ecuacion por la (15.119) resulta entonces

Nec 3T (15.138)
n 2T

de manera que la fraccion de particulas que es excitada es del orden de T/Tg. Puesto que cada
una de ellas se lleva una energia del orden de &7, tenemos que

2

E(T) = Eg + KT Ny =§n£,: 1+§ T (T<<TE) (15.139)
5 2\ Te
y el calor especifico molar resulta entonces
Sy = 3R_I_l (T<<Tg) (15.140)
F

Comparando la (15.139) y la (15.140) con los resultados exactos (15.134) y (15.135) vemos que
nuestra estimacion es correcta dentro de un factor del orden de la unidad.
Discutiremos ahora brevemente un par de aplicaciones de la teoria que hemos desarrollado.

El modelo de electron libre de los metales

En el estado sélido los atomos de un metal forman una red cristalina y los electrones de valencia,
que estan débilmente ligados, se pueden mover libremente en todo el cristal. Por eso cuando se
aplica una diferencia de potencial eléctrico al metal, esos electrones producen una corriente, y
por lo mismo se denominan electrones de conduccion. Los electrones de conduccion se mueven
como particulas casi libres y su camino libre medio es muy grande (bajo condiciones adecuadas
puede ser del orden del cm); en efecto, son poco perturbados por la presencia de los iones positi-
vos y solo sufren escasas colisiones con los demas electrones de conduccion.

Las razones de este comportamiento son de caracter cuantico, y las vamos a mencionar breve-
mente sin dar demostraciones, que el lector puede encontrar si lo desea en la bibliografia. Si se
resuelve la ecuacion de Schrodinger para un electron en el potencial creado por una distribucion
periodica de iones positivos, se encuentra que la parte espacial de la funcion de onda de un
electron de energia ¢ tiene la forma

P ~ g (KT k2 =2m'e/n? (15.141)

Aqui la funcién gy (r) es un factor de modulacion que tiene la misma periodicidad espacial que
la red, y el parametro m" = m' (k), que se denomina la masa efectiva del electron, depende del
vector de onda k y de la geometria de la red. Si la red es infinita, resulta que no todos los valores
de € estan permitidos, sino que el espectro de energia consiste de una serie de tramos continuos,
llamados bandas, separados casi siempre por intervalos finitos aunque puede ocurrir en determi-
nados casos que dos bandas se superpongan parcialmente. Cada banda surge de la ruptura de la
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degeneracion de los infinitos niveles que consisten en que el electron esté ligado en un particular
nivel a un determinado ion de la red. Si el cristal no es infinito y consiste de N iones, entonces
cada banda no es continua, sino que consiste de un conjunto de N niveles discretos, muy
proximos entre si.

Lo anterior tiene una importante consecuencia en lo referente a la conductividad eléctrica del
cristal. En efecto, para que la aplicacion de un campo eléctrico externo de intensidad moderada
produzca una corriente, es preciso que se pueda producir un movimiento neto de los electrones.
Si todos los N niveles de una banda estan ocupados, esto no es posible, pues los estados corres-
pondientes a todos los valores de k estan ocupados y no hay forma de que tenga lugar un flujo
neto de electrones. Este es el caso de todas las bandas que se originan a partir de los niveles
atomicos internos. La inica banda que puede dar lugar a conduccion de la electricidad es enton-
ces la banda de valencia que surge a partir de los niveles atdmicos mas externos de los atomos, y
las propiedades eléctricas del cristal dependen esencialmente de dos circunstancias: (1) cudntos
electrones de valencia tiene cada 4&tomo y (2) cuan separada en energia se encuentra la banda de
valencia de la banda inmediatamente superior (originada a partir del primer nivel excitado
atomico). Se pueden dar dos situaciones: (a) que la banda de valencia esté parcialmente llena,
(b) que la banda de valencia esté completamente llena. En el primer caso, el cristal es un con-
ductor, pues la aplicacion de un campo eléctrico aun de muy baja intensidad puede excitar algu-
nos electrones a estados vacios de la banda, de modo tal que haya un flujo neto de electrones;
esto es lo que ocurre con los elementos de valencia impar. En el segundo caso, que ocurre para
los elementos de valencia par, si la separacion en energia de la banda inmediatamente superior
es considerable, el cristal es un aislante, pues la aplicacién de un campo eléctrico moderado no
produce corriente; esto sucede hasta que el campo es tan intenso que puede causar que algunos
electrones pasen a la banda de energia mas alta, que esta vacia, en tal caso se produce la ruptura
(o “breakdown”) del aislante. Pero si la banda inmediatamente superior estd muy proxima en
energia, si bien el cristal es aislante a T = 0, cuando la temperatura aumenta algunos electrones
de la banda de valencia pueden pasar a la banda superior si KT = Ae, donde Ae es la separacion
en energia de las bandas; entonces el cristal puede conducir la electricidad. Este es el caso de los
semiconductores. Finalmente, si la banda de valencia esta llena pero hay una superposicion par-
cial con la banda inmediatamente superior, el cristal es conductor; este es el caso de algunos
metales bivalentes.

Volviendo ahora a los metales, un electron de conduccion en un cristal perfecto a 0 °K no esta
localizado, sino que se propaga libremente. Sélo las imperfecciones de la red (debidas a la pre-
sencia de impurezas, los defectos de la red y las vibraciones de los iones) perturban la propaga-
cion de los electrones. Ademas el fondo de carga positiva debido a los iones compensa en pro-
medio las cargas de los electrones, y las interacciones residuales entre ellos tienen escasa im-
portancia. Esto ultimo es una consecuencia del principio de exclusion. En efecto, consideremos
una colision entre dos electrones que estan inicialmente en los estados ¥ y ¥, y que después
de la misma estan en los estados 1y~ y 9, . Esta colision puede ocurrir solamente si los esta-
dos ¥, » y Y » no estan ocupados, pues en el caso contrario este proceso esta prohibido por el
principio de Pauli. Por otra parte, la mayoria de los estados finales v, .~ y 9, .» que son energéti-
camente posibles estan ocupados. Por lo tanto estos procesos no ocurren y por este motivo es
razonable pensar que en primera aproximacion los electrones de conduccion se comporten como
si fuesen libres.
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Esta es la justificacion del modelo de electron libre, que trata los electrones de conduccion de un
metal como un gas perfecto de Fermiones, ignorando su interaccion con los iones positivos de la
red, y las interacciones entre los electrones mismos. Pese a su simplicidad este modelo es muy
util pues explica en forma cualitativa muchas caracteristicas de los metales.

El modelo de electron libre de los metales fue desarrollado originalmente por Paul Drude (1900)
y Hendrik Antoon Lorentz (1905) usando la estadistica clasica de Maxwell-Boltzmann. Se pudo
asi deducir la ley de Wiedemann-Franz (que da la dependencia con 7 del cociente entre las con-
ductividades térmica y eléctrica), pero esto se debe a una coincidencia fortuita. Desde el inicio la
teoria de Drude enfrent6 un grave problema, pues tratados en forma clésica los electrones libres
aportarian a la capacidad calorifica del metal una cantidad %k por electrén, que se tendria que
sumar a la capacidad calorifica debida a las vibraciones de la red cristalina. De resultas de esto, a
la temperatura ambiente se deberia tener G, = (3+ 3/2)R para un metal monovalente (con un
solo electron de conduccion por atomo). Sin embargo los metales cumplen muy bien la Ley de
Dulong y Petit, esto es G, = 3R.

La Mecénica Cuantica permite resolver esta dificultad. En efecto, lo correcto es tratar los elec-
trones como Fermiones, lo cual fue hecho por primera vez por Sommerfeld en 1928. De la Tabla
15.1 vemos que la temperatura de Fermi de los metales es de mas de 10* °K. Por lo tanto, a tem-
peraturas inferiores a la temperatura de fusion, se tiene que T << Tg y entonces los electrones de
conduccion estan degenerados. Podemos entonces usar la expresion aproximada (15.135) para
calcular la contribucion de los electrones a G, . Esta contribucion es muy pequefia en compara-
cion con la que proviene de las vibraciones de la red, lo cual explica porqué los metales cumplen
muy bien la Ley de Dulong y Petit.

La situacién es diferente a temperatura muy baja. Cerca del cero absoluto, la capacidad calori-
fica de la red cristalina es proporcional a T3, mientras que la capacidad calorifica electronica es
proporcional a 7. Por lo tanto a temperaturas suficientemente bajas domina la contribucion elec-
tronica, cosa que en efecto se verifica experimentalmente.

El equilibrio de las enanas blancas

Se denomina enana blanca una estrella que al final de su evolucion se ha transformado en un
objeto muy denso, pequefio y poco luminoso. En una estrella normal (como el Sol) ocurren una
serie de reacciones nucleares cuyo resultado neto es la fusion de 4 nucleos de hidrogeno para
producir un ntcleo de helio. En cada instante se producen gran nimero de tales reacciones, y en
consecuencia se libera una enorme cantidad de energia. Esto es lo que mantiene a la estrella ca-
liente e impide que se contraiga debido a la gravedad, manteniéndola en equilibrio con una den-
sidad media baja (1.416 g cm° para el Sol). Cuando la estrella agota su hidrogeno y pierde su
fuente de energia, se enfria y finalmente se contrae. Cuando esto ocurre los atomos de helio se
comprimen muy fuertemente. Los electrones que orbitan un dtomo tienden a quedar mas locali-
zados y por lo tanto, debido al principio de incerteza, su energia cinética aumenta. Si la densidad
aumenta suficientemente, la energia cinética de los electrones supera la energia potencial que
tiende a ligarlos a los nucleos, y se convierten en particulas libres. De resultas de esto cada
atomo de helio se transforma en una particula o mas dos electrones libres. Hay entonces una
densidad enorme de electrones, que estan relativamente frios pues el combustible nuclear quedo
agotado. Este es el estado de enana blanca.

Para estimar la energia cinética por electrén cuando es una particula libre podemos razonar del
modo siguiente: cada electrén ocupa como minimo un volumen del orden de
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h 3
Vo= A3 = (E) (15.142)

donde Ag es la longitud de onda de Broglie. Si tenemos n electrones no podran ocupar un volu-
men menor que V = NV,/2 (dividimos por 2 pues dos electrones con spin opuesto pueden ocupar
el mismo lugar) y entonces la energia cinética debe ser mayor que

pz h2 ( n \2/3

Por otra parte la concentracion de los electrones es n/V = Z/d? donde d es la distancia entre los
nucleos y Z su carga. Por lo tanto la energia cinética tipica de un electron es
p2 _ 21/3_7.[2?[222/3
2m, m.d?

(15.144)

el valor tipico de la energia potencial es —2Ze?/d. Por lo tanto el valor absoluto de la energia
potencial es menor que la energia cinética si
21/37T2h222/3 2262
>
m.d? d

oseas d<22/3727-13, (15.145)

donde ay = 72/ M€ es el radio de Bohr. Cuando esta desigualdad se satisface (a menos de un
factor numérico del orden de la unidad) los electrones no pueden quedar ligados a los nicleos. A
partir de la misma podemos estimar qué densidad debe tener la estrella para que los electrones
queden libres. Sea m’' la masa de la estrella por electrén. Puesto que al ionizarse cada atomo
produce Z electrones, la masa de la estrella por nucleo es Zm’; por lo tanto la densidad tiene que
cumplir (a menos de un factor numérico del orden de la unidad) la desigualdad

_Zm _ Z°m

Para enanas blancas constituidas por helio Z = 2, luego m' = 2my = 3.345x107%* g y por lo
tanto la densidad tiene que ser mayor que 100 g/cm’.

Las consideraciones anteriores presuponen que los electrones no son relativisticos, y para que
esta sea una aproximacion razonable se debe cumplir que Vg << C, una restricciéon que implica
que la densidad no debe superar unos 2x10° g/cm’. Para estrellas cuya densidad se encuentra
entre 100 y 2x10° g/cm’, lo electrones se comportan como un gas degenerado de Fermi no rela-
tivistico, en el cual las interacciones Coulombianas con los nucleos se pueden despreciar.

La densidad de una tipica enana blanca es de 10° g/cm’, 1a masa es de 10*° g, y la temperatura
(interior) es de 10 °K. Para estos valores, Tr ~2x10° °K, de modo que los electrones forman
un gas de Fermi degenerado. La enana blanca més conocida es Sirio B, cuya masa de 2x10> g
es apenas menor que la del Sol; su radio es de 5600 km, algo mas pequeno que el de la Tierra.
Para ver como queda determinado el radio de una enana blanca, consideraremos primero el caso
en que los electrones no son relativisticos. La presion en una estrella de masa M y radio R, de-
bida a la gravitacion, es del orden de
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Pg = —aGM?/ R* (15.147)

donde G =6.673x10"8dy cm?/g es la constante universal de la gravitacion y a es un factor
numérico del orden de la unidad. La estabilidad mecénica requiere que esta presion sea equili-
brada por la presion del gas de electrones, dada por la ec. (15.124). El numero de electrones es
n=M/m (m eslamasa de la estrella por electron) y V = 47R3/ 3. Por lo tanto

/3
. h2m5/3 A : 1
La condicion de equilibrio pg + pg = O requiere entonces que
h? a’
MY/3R = . = 15.149
Y G v =" ( )

Un célculo preciso muestra que y ~4.5. La (15.149) muestra que R~ M3,y que es mucho
menor que el radio de una estrella normal de la misma masa, de aqui la denominacion de enana
que se da a estas estrellas.

Laley R~ M~Y3 se cumple mientras la densidad de equilibrio sea tal que los electrones no sean
relativisticos. Pero p ~ MR™3 ~ M?, y por lo tanto si la masa es muy grande, al contraerse la es-
trella los electrones se tornan relativisticos, lo cual invalida nuestro anterior calculo del radio de
equilibrio. Veamos qué sucede entonces, para lo cual conviene considerar el limite ultrarelati-
vistico en el cual p?/m, >>m.C?, y por lo tanto la energia cinética esta dada por

£ = (p?c? + mgcH)Y2 —me? =~ cp (15.150)

y no por la expresion clasica p?/2my. En este caso no podemos usar la expresion (9.19) de la
densidad de estados por unidad de intervalo de energia, y es preciso calcular nuevamente f (&)
teniendo en cuanta que ¢ = Cp. Por medio de un razonamiento analogo al que nos permitié obte-
ner la (9.19) es facil verificar (lo dejamos como ejercicio para el lector) que ahora se obtiene la
siguiente expresion de la densidad de estados por unidad de intervalo de energia:

f(e) =87r%62 (15.151)
Usando la (15.151) resulta
1/3
e = hc(%e) (15.152)
La energia cinética total es entonces
3
E= an,: (15.153)

La presion se puede calcular a partir de la (15.123) y resulta
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1E 1n
—-=_=-" 15.154
P=3v 3V’ ( )
Para el caso de la estrella obtenemos
hC(M\4/3 7 9 \4/3
=y — | — Loy == 15.155
P re\m) " =9\ 3242) ( )

Vemos entonces que cuando los electrones son ultrarelativisticos, la situacion es completamente
diferente al caso no relativistico, pues ahora la presion del gas de electrones es proporcional a
R4, igual que la presion debida a la gravitacion. La condicion que ambas presiones sean iguales
en valor absoluto determina un valor critico de la masa

3/2 )

YA (LR I I (15.156)
\ Gml4/ 3 / a

tal que si M < M" el equilibrio es posible, pero si M > M" la presion del gas de electrones no
puede nunca equilibrar la presion debida a la gravedad, y la contraccion de la estrella continua.
Un célculo exacto permite determinar que & = 2.13. La masa critica M" se denomina masa de
Chandrasekhar®, y su valor es de aproximadamente 1.45 masas solares. Toda estrella cuya
masa es menor que la masa de Chandrasekhar termina su existencia como una enana blanca
estable, una vez que ha agotado su combustible nuclear”.
Si M > M, cuando la estrella ha agotado el hidrégeno colapsa bajo la accién de la gravedad. A
medida que se produce dicho colapso, la densidad electronica crece y por lo tanto el potencial
quimico de los electrones aumenta. Eventualmente, llega el momento en que se torna posible la
reaccion nuclear € + p—> N+ v,, en la cual un proton captura un electroén para transformarse en
un neutrén y se emite un neutrino (esta reaccion es la inversa del decaimiento 3 usual). De re-
sultas de esto la estrella se convierte en una estrella de neutrones. La estabilidad de una estrella
de neutrones™ se puede estudiar del mismo modo que la de una enana blanca. Mientras la densi-
dad no es demasiado elevada, se llega al equilibrio para un radio dado por una ley del tipo
R~M~Y3, como en el caso de una enana blanca. Pero si la masa es muy grande los neutrones
se tornan relativisticos y hay entonces un valor critico de la masa, mas alla del cual no hay equi-
librio posible. Los calculos se complican en este caso, pues es preciso usar la Teoria General de
la Relatividad dado que el campo gravitatorio es muy intenso. No existe certidumbre sobre el
valor critico de la masa de una estrella de neutrones, pero se cree que es menor que 5, y mas
probablemente sea de alrededor de 3 masas solares.
Las estrellas cuya masa es demasiado grande como para formar estrellas de neutrones estables
no pueden detener el colapso y acaban su existencia como agujeros negros.

** Subrahmanyan Chandrasekhar, quien determiné dicho valor limite, obtuvo en 1983 el Premio Nobel por haber
formulado la teoria de los estadios tardios de la evolucion de estrellas masivas.

¥ En particular, el Sol se convertira en una enana blanca con un radio de unos 7000 km.

% En el curso del colapso la estrella puede explotar como una supernova, con lo cual pierde una fraccion
importante de su masa; en tal caso el residuo que se convierte en estrella de neutrones tiene una masa mucho menor

de la que inicialmente tenia la estrella.
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